
Chapitre 5

Espaces vectoriels

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.

5.1 Structure d'espace vectoriel

5.1.1 Généralités

Soit n ∈ N∗. L'ensemble Kn muni des lois d'addition et de multiplication par un scalaire
dé�nies ci-dessous est un K-espace vectoriel.

� L'addition de deux éléments de Kn :

+ : Kn ×Kn −→ Kn

((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) 7−→ (x1 + y1, . . . , xn + yn).

� La multiplication d'un élément de Kn par un scalaire de K :

· : K×Kn −→ Kn

(λ, (x1, . . . , xn)) 7−→ (λx1, . . . , λxn).

L'élément neutre 0Kn est le vecteur nul.

Théorème 5.1 (Exemple de référence : Kn)

Soit n ∈ N. Les ensembles K[X] et Kn[X] munis des lois d'addition et de multiplication
par un scalaire dé�nies au chapitre 3 sont des K-espaces vectoriels.
L'élément neutre 0K[X] (respectivement 0Kn[X]) est le polynôme nul.

Théorème 5.2 (Exemples de référence : espaces de polynômes)
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Soient n et p deux entiers naturels non nuls. L'ensemble Mn,p(R) muni des lois d'ad-
dition et de multiplication par un scalaire dé�nies ci-dessous est un K-espace vectoriel.

� L'addition de deux éléments de Mn,p(K)

+ : Mn,p(K)×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)

(A,B) 7−→ A+B = (ai,j + bi,j)(i,j)∈J1,nK2

� La multiplication d'un élément de Mn,p(K) par un scalaire de K :

· : K×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)

(λ,A) 7−→ λ ·A = (λ · ai,j)(i,j)∈J1,nK2

L'élément neutre 0Mn,p(K) est la matrice nulle.

Théorème 5.3 (Exemple de référence : Mn,p(K))

Soient I un intervalle. L'ensemble KI des fonctions dé�nies sur I à valeurs dans K
muni des lois d'addition et de multiplication par un scalaire dé�nies ci-dessous est un
K-espace vectoriel.

� L'addition de deux éléments de KI :

+ : KI ×KI −→ KI

(f, g) 7−→ (f + g : x 7→ f(x) + g(x))

� La multiplication d'un élément de KI par un scalaire de K :

· : K×KI −→ KI

(λ, f) 7−→ (λ · f : x 7→ λf(x))

L'élément neutre 0KI est la fonction nulle.

Théorème 5.4 (Exemple de référence : KI)
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L'ensemble KN des suites à valeurs dans K muni des lois d'addition et de multiplication
par un scalaire dé�nies ci-dessous est un K-espace vectoriel.

� L'addition de deux éléments de KN :

+ : KN ×KN −→ KN

((un)n, (vn)n) 7−→ (un + vn)n

� La multiplication d'un élément de KN par un scalaire de K :

· : K×KN −→ KN

(λ, (un)n) 7−→ (λun)n

L'élément neutre 0KN est la suite nulle.

Théorème 5.5 (Exemple de référence : KN)

5.1.2 Combinaisons linéaires et sous-espaces vectoriels

Soit E un K-espace vectoriel.
Soient p ∈ N∗ et x1, . . . , xp des éléments de E.
Un vecteur x de E est dit combinaison linéaire de x1, . . . , xp s'il existe des scalaires
λ1, . . . , λp ∈ K tels que

x = λ1 · x1 + · · ·+ λp · xp.

On appelle sous-espace vectoriel engendré par x1, . . . , xp et on note Vect(x1, . . . , xp)
l'ensemble des combinaisons de linéaires de x1, . . . , xp

Vect(x1, . . . , xp) =

{
p∑

i=1

λixi ; λ1, . . . , λp ∈ K

}
.

Dé�nition 5.1 (Combinaison linéaire)

Soit E un K-espace vectoriel et soit F ⊂ E. On dit que F est un sous-espace vectoriel
de E lorsque

1. F est non vide,

2. ∀x ∈ F ∀y ∈ F , x+ y ∈ F (stabilité par addition),

3. ∀x ∈ F ∀λ ∈ K, λ · x ∈ F (stabilité par multiplication par un scalaire).

Dé�nition 5.2 (Sous-espace vectoriel)
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Soit E un espace vectoriel et soit F ⊂ E. Alors F est un sous-espace vectoriel de E si
et seulement si

1. F est non vide,

2. ∀(x, y) ∈ F 2, ∀λ ∈ K, x+ λy ∈ F .

Proposition 5.1 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels)

1. Tout sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel est un K-espace vectoriel.

2. Toute intersection d'un nombre �ni de sous-espaces vectoriels d'un K-espace vec-
toriel E est un sous-espace vectoriel de E.

3. Tout sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs d'un K-espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E.

Proposition 5.2

5.2 Familles de vecteurs

5.2.1 Familles génératrices

Soit E un K-espace vectoriel et soit F un sous-espace vectoriel de E.
On dit qu'une famille (u1, . . . , un) de vecteurs de F (n ∈ N∗) est génératrice de F si :

F = Vect(u1, . . . , un).

Cela signi�e que tout vecteur de F peut s'écrire comme une combinaison linéaire de
u1,. . .,un.

Dé�nition 5.3 (Famille génératrice)

5.2.2 Familles libres

Soient E un K-espace vectoriel et soit n ∈ N∗.

� Une famille (u1, . . . , un) de vecteurs de E est dite libre si

∀(λ1, . . . , λn) ∈ Kn, λ1u1 + · · ·+ λnun = 0E =⇒ λ1 = · · · = λn = 0.

� Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

Dé�nition 5.4 (Famille libre/liée)

Faits importants sur les familles liées

� Toute famille contenant le vecteur nul est liée.

� Toute famille contenant plusieurs fois le même vecteur est liée.
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� Une famille est liée si et seulement si un des vecteurs de la famille est combinaison linéaire
des autres.

� Toute sur-famille d'une famille liée est liée.

Faits importants sur les familles libres

� Une famille constituée d'un seul vecteur est libre si et seulement si ce vecteur est non
nul.

� Deux vecteurs u et v d'un espace vectoriel E sont dits colinéaires s'il existe λ ∈ K tel que
u = λv ou v = λu.

Une famille constituée de deux vecteurs est libre si et seulement si ces vecteurs ne sont
pas colinéaires.

� Une famille de polynômes non nuls de degrés distincts est libre. Une telle famille est
appelée une famille échelonnée de polynômes.

� Toute sous-famille d'une famille libre est libre.

5.2.3 Bases

Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu'une famille de vecteurs de E est une base de
E si elle est libre et génératrice de E.

Dé�nition 5.5 (Base)

Soit p ∈ N∗.
Soit E un K-espace vectoriel et (u1, . . . , up) une base de E.
Pour tout u ∈ E, il existe un unique p-uplet (λ1, . . . , λp) ∈ Kp tel que

u = λ1u1 + · · ·+ λpup.

Les scalaires λ1, . . . , λp sont appelés les coordonnées de u dans la base (u1, . . . , up).

Dé�nition 5.6 (Proposition/Dé�nition : coordonnées dans une base)

Exemples de référence : base canonique et coordonnées : soient n, p ∈ R∗.

1. Base canonique de Kn.

La base canonique de Kn est la famille constituée des vecteurs

e1 = (1, 0, . . . , 0) , e2 = (0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , en = (0, . . . , 0, 1).

Les coordonnées d'un vecteur (x1, . . . , xn) dans la base canonique sont (x1, . . . , xn) car

(x1, . . . , xn) = x1e1 + · · ·+ xnen.

2. Base canonique de Mn,p(K).

La base canonique de Mn,p(K) est la famille (Ei,j)1≤i≤n
1≤j≤p

où Ei,j est la matrice dont tous

les coe�cients valent 0 sauf le coe�cient d'indices (i, j) qui vaut 1.

Les coordonnées d'une matrice (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤p

dans la base canonique sont (ai,j)1≤i≤n
1≤j≤p

.
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3. Base canonique de Kn[x].

La base canonique de Kn[x] est la famille (1, x, x2, . . . , xn).

Les coordonnées d'un polynôme P = a0 + a1x + · · · + anx
n dans la base canonique sont

(a0, a1, . . . , an).
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