CHAPITRE 7

SERIES NUMERIQUES

7.1 Séries numériques

7.1.1 Définition et propriétés

—{ Définition 7.1 }

Soit (up)n>n, une suite numérique.

On appelle série numérique de terme général u, et on note E uy la suite
n>ng

(Sn)n>n, définie par
VTLZTZ(), Sn: Z U -

k=ng

La suite (Sy,)n>n, est aussi appelée la suite des sommes partielles de la série Z Ug,.
n>ng

— On dit que la série E u, converge si la suite (Sy,)n>n, converge.
n>ng

— On dit que la série Z uy, diverge si la suite (Sy,)n>n, diverge.

n>ng

Remarque 7.1.
1. Les séries étant des suites particuliéres, toutes les techniques d’étude de ces derniéres
peuvent s’appliquer aux séries.

2. On ne change pas la nature d’une série en commencant la somme & partir d’un certain rang
(mais on change la somme lorsqu’il y a convergence).

—{ Proposition 7.1 }

Soit E Uy Une série numeérique.
n>ng
Si la série est convergente alors la suite (uy)n>n, converge vers 0.

Attention : la réciproque est fausse!
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—{ Proposition 7.2 }

Soit Z Uy, et Z vy, deux séries numériques et soit A, p deux réels.

n>no n>no
Si Z Uy, €t Z v, convergent alors la série Z (Auy, + poy,) converge et :
n>ng n>ng n>ng
+o00 +o00 +o00
Z()\un—l—/wn):)\ Z Up + Z Up,.-
n=ng n=no n=mno

7.1.2 Exemples de référence

— Proposition 7.3 (Séries de Riemann)

) 1
1. La série E —5 converge.
n
n>1

: T .. : i
2. La série g — diverge (série harmonique).
n
n>1

— Proposition 7.4 (Séries géométriques)

Soit ¢ € R. Les séries qu, Z kq" 1 et Zk(kz = 1)(]’“*2 convergent si et seulement
E>0  k>1 E>2
si |¢| < 1. Dans ce cas, on a

+00 N 1
* D =1
k=0
> :
O qu,1 — —,
=il (1_q)

+oo
. kZﬂk(k — 1) % = T

— Proposition 7.5 (Séries exponentielles)

n
) 45
Pour tout x € R, la série g — est convergente de somme e”.
n!

n>0

7.2 Théorémes de comparaison pour les séries & termes positifs

Une série Z Uy, est & termes positifs si up > 0 pour tout k > ny.

n>ng
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—{ Proposition 7.6 }

Soit E uy, une série & termes positifs. Alors la suite (S, )n>n, des sommes partielles
n>ng
est croissante. En particulier

e si (Sp)n>n, €St majorée, la série est convergente;

e si (Sp)nen est non majorée, la série diverge vers +oo.

— Proposition 7.7 (Comparaison des séries & termes positifs et relation d’ordre)

Soient Z Uy, et Z vy, deux séries & termes positifs. On suppose que

n>ng n>ng

Vn > ng, up < vp.

1. Si Z vy, est convergente, alors Z uy, est convergente.

n>ng n>ng
2. Si E uy, est divergente alors g v, est divergente.
n>ng n>ng

— Proposition 7.8 (Théoréme d’équivalence)

Soient E Uy, et E v, deux séries & termes positifs. Si u,, ~ v, alors E v, et
n>ng n>ng n>ng
E un sont de méme nature.

n>ng

7.3 Convergence absolue

— Définition 7.2 (Convergence absolue)

Soit E Uy, une série numérique. On dit que E u, est absolument convergente
n>ng nzng
(ou converge absolument) si la série E |up| converge.

n>ng
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—{ Proposition 7.9 }

Soit g Uy, une série numeérique. Si g Uy, est absolument convergente alors elle est

n>ng n>ng
convergente et on a :

“+oo
< Z |n].

n=ng

“+oo
D un

n=ng
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