
Chapitre 7

Séries numériques

7.1 Séries numériques

7.1.1 Dé�nition et propriétés

Soit (un)n≥n0 une suite numérique.

On appelle série numérique de terme général un et on note
∑
n≥n0

un la suite

(Sn)n≥n0 dé�nie par

∀n ≥ n0, Sn =
n∑

k=n0

uk.

La suite (Sn)n≥n0 est aussi appelée la suite des sommes partielles de la série
∑
n≥n0

un.

� On dit que la série
∑
n≥n0

un converge si la suite (Sn)n≥n0 converge.

� On dit que la série
∑
n≥n0

un diverge si la suite (Sn)n≥n0 diverge.

Dé�nition 7.1

Remarque 7.1.

1. Les séries étant des suites particulières, toutes les techniques d'étude de ces dernières

peuvent s'appliquer aux séries.

2. On ne change pas la nature d'une série en commençant la somme à partir d'un certain rang

(mais on change la somme lorsqu'il y a convergence).

Soit
∑
n≥n0

un une série numérique.

Si la série est convergente alors la suite (un)n≥n0 converge vers 0.

Proposition 7.1

Attention : la réciproque est fausse !

1



Arnaud Stocker

Soit
∑
n≥n0

un et
∑
n≥n0

vn deux séries numériques et soit λ, µ deux réels.

Si
∑
n≥n0

un et
∑
n≥n0

vn convergent alors la série
∑
n≥n0

(λun + µvn) converge et :

+∞∑
n=n0

(λun + µvn) = λ
+∞∑
n=n0

un + µ
+∞∑
n=n0

vn.

Proposition 7.2

7.1.2 Exemples de référence

1. La série
∑
n≥1

1

n2
converge.

2. La série
∑
n≥1

1

n
diverge (série harmonique).

Proposition 7.3 (Séries de Riemann)

Soit q ∈ R. Les séries
∑
k≥0

qk,
∑
k≥1

kqk−1 et
∑
k≥2

k(k − 1)qk−2 convergent si et seulement

si |q| < 1. Dans ce cas, on a

�

+∞∑
k=0

qk =
1

1− q
,

�

+∞∑
k=1

kqk−1 =
1

(1− q)2
,

�

+∞∑
k=2

k(k − 1)qk−2 =
2

(1− q)3
.

Proposition 7.4 (Séries géométriques)

Pour tout x ∈ R, la série
∑
n≥0

xn

n!
est convergente de somme ex.

Proposition 7.5 (Séries exponentielles)

7.2 Théorèmes de comparaison pour les séries à termes positifs

Une série
∑
n≥n0

un est à termes positifs si uk ≥ 0 pour tout k ≥ n0.
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Soit
∑
n≥n0

un une série à termes positifs. Alors la suite (Sn)n≥n0 des sommes partielles

est croissante. En particulier

� si (Sn)n≥n0 est majorée, la série est convergente ;

� si (Sn)n∈N est non majorée, la série diverge vers +∞.

Proposition 7.6

Soient
∑
n≥n0

un et
∑
n≥n0

vn deux séries à termes positifs. On suppose que

∀n ≥ n0, un ≤ vn.

1. Si
∑
n≥n0

vn est convergente, alors
∑
n≥n0

un est convergente.

2. Si
∑
n≥n0

un est divergente alors
∑
n≥n0

vn est divergente.

Proposition 7.7 (Comparaison des séries à termes positifs et relation d'ordre)

Soient
∑
n≥n0

un et
∑
n≥n0

vn deux séries à termes positifs. Si un ∼ vn alors
∑
n≥n0

vn et∑
n≥n0

un sont de même nature.

Proposition 7.8 (Théorème d'équivalence)

7.3 Convergence absolue

Soit
∑
n≥n0

un une série numérique. On dit que
∑
n≥n0

un est absolument convergente

(ou converge absolument) si la série
∑
n≥n0

|un| converge.

Dé�nition 7.2 (Convergence absolue)
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Soit
∑
n≥n0

un une série numérique. Si
∑
n≥n0

un est absolument convergente alors elle est

convergente et on a : ∣∣∣∣∣
+∞∑
n=n0

un

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=n0

|un|.

Proposition 7.9
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