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Exercice 1 - Cours

1. Pour tout z € R, 1 + 22 > 0 donc I’équation différentielle est équivalente & :

2x
/
y() =1 Y

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

(2) = (1+27).

— Résolution de ’équation différentielle homogéne associée. Une primi-

est # — —In(1 + 2?) donc I'ensemble des solutions de

tive de x — — 5
_ 1+ )
I’équation homogéne associée est :

{xERr—>Celn(1+x2);C’ER}:{xERHC(l—I—mQ); C eR}

— Solution particuliére. On cherche une solution particuliére yp : x — C(x)(1+
2%) ot C est une fonction dérivable sur R. On a :

2x
1+2z

yp solution <= Vz € R, y,(z) syp(z) = (14 2°)
2z

SO (1t = (L4 a?)

C'(z)(1 + 2%) + 22C(z) —
= VzeR, C'(2)(1+2?)=(1+2°
'

—VreR, C'(z)=1.

< Vzr € R,

On vérifie alors que yp : x +— x(2* + 1) est solution.
— Conclusion : I'ensemble des solutions de I’équation différentielle est :

{zeR+— (C+z)(1+2%); CeR}

2. Il s’agit d’une équation différentielle homogéne linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
Son équation caractéristique 72 — 4r +5 = 0 a pour discriminant A = —4 et pour
racines :

7”1:2+i 3 7“2:2—2'.

L’ensemble S des solutions de ’équation différentielle est donc :

S={zeR+— R (A cos(Im(ry)z) + Bsin(Im(r)z) ; A, B € R}
= {z € R— ¢**(Acos(z) + Bsin(z) ; A, B €R}.

3. On constate que 2 est racine évidente de P.

De plus, P'(2) = 0 donc 2 est une racine de multiplicité au moins 2 de P. Ainsi il
existe @) € R[X] tel que :
P = (X —2)Q.

Déterminons Q).
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— Meéthode 1 : par division euclidienne. On trouve Q = 2X? + 4.
— Meéthode 2 : par identification. On a :

4 = deg(P) =2+ deg(Q)

donc Q est de degré 2 : 3(a,b,c) € R®, Q = aX? +bX +c.
Alors

P=(X-2P2Q <= P=aX"+(b—4a)X> + (c+4a — 4b) X* + (4b — 4c) X + 4c

a = 2

b—4a = -8

<< c+4a—4b = 12

4b — 4c = —16

4c = 16
a = 2
<= b = 0
c = 4

Ainsi Q = 2X? + 4.
On obtient :

P

2(X —2)%(X —iv2)(X +iV2) (dans C[X])
2(X —2)*(X* +2) (dans R[X])

2 est de multiplicité 2 et les deux autres racines complexes sont simples.

Exercice 2 - Polynémes

Le but de cet exercice est de déterminer les polynéomes non nuls de C[X] qui vérifient :
()  P(X*—1)=PX -1P(X+1).

Attention : la notation P(X2 — 1) désigne une Composée (de méme pour P(X + 1) et

P(X —1)). Ainsi, si P = Zaka alors P(X? —1) = Zak X2 —1)*

k=0
Soit P un polynéme non nuls de C[X] vérifiant la relamon ().

1. Soit a un racine de P. En évaluant la relation (%) en a + 1 on obtient :
P((la+1)?*-1)=Pla+1—-1)Pla+1+1)= P(a)P(a+2)=0.
De méme :
P((la—1?*-1)=Pla—1-1)Pla—1+1) = P(a—2)P(a) = 0.

Ainsi (a+1)*> — 1 et (a —1)*> — 1 sont aussi des racines de P.

2. Soit ag € C. On définit une suite de nombres complexes en posant, pour tout n > 0 :
i1 = ai + 2a,,.
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(a) On suppose que ag est racine de P. Montrons par récurrence que pour tout
n € N, a,, est racine de P.

— Initialisation : vraie par hypothése.
— Heérédité : soit n € N et supposons a,, racine de P. Comme on a

Uny1 = a2+ 2a, = (a, +1)* — 1

alors par la question précédente, a, 1 est racine de P.
— Conclusion : pour tout n € N, a,, est racine de P.

(b) Soit ag est un réel strictement positif, montrons par récurrence que pour tout
neN, a, € RY.
— Initialisation : vraie par hypothése.
— Hérédité : soit n € N et supposons a,, € R’,. Comme on a

2
(p+1 = Ay, + 2a,

alors a, 1 est somme de deux réels strictement positifs donc est un réel
strictement positif.

— Conclusion : pour tout n € N, a,, est un réel strictement positif.
Soit n € N. On a donc :

2
(pt1 — Qp = @, + ap > 0.

Ainsi (a,) est une suite strictement croissante.

(c) Supposons que P posséde une racine réelle strictement positive a et soit (a,)
la suite définie par :

ag=a et VnéeN, an+1:ai+2an.

Alors (ay,) est strictement croissante donc en particulier, ses termes sont deux
a deux distincts.

De plus, pour tout n € N, a,, est racine de P.

Donc P admet une infinité de racines : cela contredit le fait que P est supposé
non nul.

Ainsi, P ne posséde pas de racine réelle strictement positive.

3. Supposons —1 racine de P. Alors par la question 1, (—1 — 1) — 1 = 3 est racine de
P. Cela contredit la question 2.(c).

4. (a) Par récurrence.
— Initialisation : évident.

— Hérédité : soit n € N et supposons a,, + 1 = (ag + 1)*". Alors on a

2n+1

Uns1 +1=0a+2a, +1=(a,+1)?*= ((ao + 1)2n)2 = (ap+1)* .

— Conclusion : pour tout n € N, a,, + 1 = (ao + 1)*".

(b) L’énoncé était ici incomplet : il faut aussi supposer |ag + 1| # 0.
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— Cas 1: si0<|ap+ 1] <1 alors:
YneN, lan1+ 1] = (lag +11*)2 < |ag + 11*" = |a, + 1].

La suite (|a, + 1|) est strictement décroissante.
— Cas 2 : sil <|ag+ 1| alors :

VneN, lan1+ 1] = (lag + 1) > |ag + 11*" = |a, + 1].

La suite (|a, + 1|) est strictement croissante.
5. Soit a une racine de P. D’aprés 3), a # —1 donc |a + 1| > 0.
On considére la suite (a,) définie & la question 2.(c).
Si |a + 1] # 1, on alors d’aprés la question précédente, les |1 + a,| sont deux &
deux distincts donc les a,, aussi. Par conséquent, P a une infinité de racines; cela
contredit la fait qu’il est non nul.
Donc nécessairement |a + 1| = 1.
6. Soit P non constant. Par le théoréme de d’Alembert Gauss, il posséde une racine
a e C.
D’aprés ce qui précéde, on a |a+ 1| = 1 = |a — 1| : autrement dit, a est sur le cercle
de centre 1 et de rayon 1 et sur le cercle de centre —1 et de rayon 1. Donc a = 0.
7. — Analyse : Soit P un polynéme non nul de C[X]| qui vérifie la relation (x).
D’aprés ce qui précéde :
— sgoit P est constant ;
— soit P posséde 0 comme unique racine et d’aprés le corollaire du théoréme
de d’Alembert-Gauss, il existe ¢ € C et n € N* tel que :

P=cX".
En regroupant ces deux cas, il existe ¢ € C et n € N tel que :
P =cX".
— Syntheése : soit ¢ € C, n € N et posons P = cX". Alors
PX?=1)=c(X?=1)" et PX-1P(X+1)=3(X*-1)"

Donc P vérifie (%) si et seulement si ¢* = ¢ si et seulement si ¢ = 1 (car P est
non nuls donc ¢ # 0).
— Conclusion : les polyndémes non nuls vérifiant (x) sont les polynomes X", n € N.

Probléme — L’équation FKPP

Soient D, r et K des constantes réelles strictement positives.

Une fonction u : (x,t) — u(z,t) de deux variables réelles = (variable spatiale) et ¢ (variable
temporelle) de classe C* sur R x R est dite solution de ’équation FKPP, avec coefficient
de diffusivité D, constante de temps r et capacité du milieu K si

ou 0%u

(FKPPy) V(e.t) € R, (1) = Do (a,) + ru(e,) (1 B u(;:(,t)> -

Le cas particulier ot D = r = K = 1 sera appelé « équation FKPP réduite ».
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Partie 1 — Résultats préliminaires

1. Soient a, b et ¢ trois réels strictement positifs et « une fonction de classe C? sur
R x R. On pose

et v définie par

(a)

(b)

Y(y, ) € R, oy, s) = culay, bs) = cu(, ).
Soit (1o, 50) € R?.
0
La dérivée partielle a—v(yo, Sp) est la dérivée en sq de
s
Vyeyo & S > (Y, 8) = cu(ayo, bS) = Clig—qy, (bs).

Par dérivée de fonctions composées :

u
Vy—yo (80) = b, (bso) = cba(ayg, bso).
Ainsi 9 9
8_2@0’ S0) = Cba—?(ayoa bso)-
En d’autres termes, pour tout (y,s) € R? :

ov ou ou
%(y, s) = cba(ay, bs) = cba(x,t).

De méme, on obtient pour tout (y,s) € R? :

0%v 0%u
a_y2<y78) = CGQ@@J)'

Soit a, b, ¢ des réels.

v %
lution de FPKPy <= — = — 1-
v solution de 9 s~ 0y +v(l —v)
0 0?
= cba—?: = caQa—xZ + cu(1 — cu)
ou  a*d%u N 1 a )
—=———+-u(l—cu
ot box? b
I'avant derniére équivalence étant due au fait que (y, s) — (z,t) est une bijec-
tion de R?.

On en déduit que
u solution de FKPP; <= v solution de FPKP,

lorsque

c’est-a-dire
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Désormais, on ne s’intéressera qu’a 1’équation réduite que ’on notera (FKPP3).
2. On définit la fonction tanh, appelée la tangente hyperbolique, par :

el —et

vVt € R, tanh(t) = ——

®) et + et

(a) Les fonctions t — e'—e " et t — e’ +e 7" sont de classe C* sur R et la deuxiéme
ne s’annule pas donc par quotient, tanh est classe C* sur R.

Pour tout t € R, on a :

t —t\2 __ t_ —t\2 4
tanh’(t) = e’y —(e—e) = > 0.
(et +e7t)? (et 4+ e71)?
Ainsi tanh est strictement croissante sur R.
— Pour tout t € R, on a :
t(1 — o2 1 — o2t
tanh(t) = e(l—e) = ‘ > 1
ef(l+e2) 14e2 1ot
— Pour tout t € R, on a :
—t(,2t 1 2t 1
tanh(t) = e (e ) — y —1
11 e®)  Tie® o
(b) On a vu que pour tout t € R :
el L e )2 _ (of — o=1)2
tanh’(t) = (e )= ) = 1 — tanh(t)*.

(et +et)?

(c) D’aprés la question 2.(a), tanh est continue (car dérivable) et strictement crois-
sante sur R. D’aprés le théoréme de la bijection continue, elle réalise donc une
bijection de R sur

tl}linoc tanh(t), tlhmoc tanh(¢) | =] — 1, 1]
On note arctanh sa bijection réciproque.

(d) D’aprés le théoréme de dérivation des bijections réciproque arctanh est déri-
vable sur {y €] — 1,1[ | tanh’(arctan(y)) # 0}.

Or, pour tout y €] —1,1[ on a :
tanh’(arctan(y)) = 1 — tanh(arctan(y))* = 1 — y* # 0.

Ainsi arctanh est dérivable sur | — 1, 1] et :

1 1
Vy €] —1,1[, arctanh’(y) = tanl (arctan()) 1 g

1ty

1
() — Meéthode 1 : soit f:y €] — 1,1~ §ln (1 ) On vérifie facilement
)

que f est dérivable et que :

Vy E]—l,l[, f/<y): 2"
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Il existe donc ¢ € R

Ainsi f et arctanh sont deux primitives de y — 7 5
-y

tel que :
arctanh = ¢ + f.

En regardant en y = 0 on a alors :
0 = arctanh(0) = c+ f(0) = c.

Ainsi f = arctanh.
— Méthode 2 : soity €] —1,1[et t € R. On a

e —e’ to ot t —t
tanh(t):y@m:y@(e +ey=€—e
= (e + )y =¢e*—1
= eflly—1)=—-y-1
1
: o2t — +y
-y
1 1
<—t=-In bt} .
2 1—y

Soit m une constante réelle non nulle. On considére I'équation différentielle :
(Bn) 2 =m(1—2%.

3. Soit c € R et z : t — ¢ une fonction constante.

z solution de (E,,) <= 2 =m(l - ) <= 0=m(l — ) <= cc {1 -1}

car m # 0.
Les solutions constantes sont donc ¢ — 1 et ¢t — —1.

4. Soit z une solution de (E,,) sur un intervalle / non vide et non réduit & un point
telle que : Vt € I, z(t) €] — 1,1].
(a) Par hypothése sur z, la fonction v est dérivable sur I et pour tout t € [ on a :

V'(t) = 2/ (t)arctanh’(2(t)) = % =m.

car z est solution de (F,,) sur I.
Il existe donc ty, € R tel que

VteR, wo(t) = /t mds = m(t — to).
Donc :
Vt € R, z(t) =tanh(v(t)) = tanh(m(t —to)).

(b) Soit ty € R et soit z : t — tanh(m(t — o)) définie et dérivable sur R.
Pour tout £ € R, on a

2/ (t) = mtanh'((m(t — t9)) = m(1 — tanh(m(t — to))?) = m(1 — z(¢)?).

Ainsi z est solution de (E,,) sur R.
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5. Soit z une solution de (E,,) sur un intervalle I non vide et non réduit & un point
telle que : Vt € I, 2(t) ¢ [—1,1].

(a) Par hypothése, pour tout ¢t € I, z(t) > 1 ou z(t) < —1. Supposons qu'’il existe
t1,t9 € I tels que z(t;) > 1 et z(ty) < —1. Comme z est dérivable sur 'intervalle
I, elle est continue sur I et le TVI donne donc 'existence d’un t3 entre ¢ et t,
tel que z(t3) = 0. Cela contredit le fait que Vt € I, 2(t) ¢ [—1, 1].
Ainsi
— soit Vt € I, z(t) > 1;
— soit Vt € I, 2(t) < —1.

(b) D’apreés les hypothéses faites sur z, z est dérivable et ne s’annule pas sur I donc
v =2z"" est dérivable sur I.

Pour tout t € I, on a

v’ :—Z/(t):—ml_ZQZm - =m(1 —v(t)?
0= ~Zap = =m (1= ) =t - o),

Ainsi v est aussi solution de (E,,).
De plus, comme V¢ € I, ]z(t)| > 1 alors Vt € I, |v(t)] < 1.

Ainsi, la fonction v satisfait les hypothéses de la question 4 : il existe donc
to € R tel que :

B 1
~ tanh(m(t — o))

Vte I, wv(t)=tanh(m(t —ty)) ie z(t)

(c) On vérifie facilement que ces fonctions sont dérivables sur | — oo, to| et ]to, +00],
et, en calculant la dérivée, qu’elles vérifies I'équation (E,,).

Partie 2 — L’équation FKPP : cas stationnaire en espace

On cherche u, solution de I’équation (FKPPj3) telle que u ne dépend pas de la position
spatiale z, c’est-a-dire qu’il existe une fonction U : R — R, de classe C? sur R telle que

V(z,t) € R xR, u(z,t) = U(t)
6. On a, pour tout (z,t) € R? :

ou , ou 0?u

Donc u satisfait (FKPP3) si et seulement si U’ = U(1 — U).
7. Soit V.=2U —1. On a V' = 2U" donc :

1 1 1
U = U(1=U) = V' = 2U(1-U) — V' — szJr (1 _ VT+> =V = o(1-7)

Ainsi U est solution de I’équation précédente si et seulement si V' est solution de
(EL).
2
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8. Un exemple de programme :

1 def Euler(u0,t0,t1,n):

2 h = (t1-t0)/n

3 L_u=[uo0]

4 for k in range(l,n+1):

5 L_u.append(L_ul[-1]+h*L_ul[-11*(1-L_ul[-1]1))
6 return Liste_u

9. Un exemple de programme :

1 Abscisse = [tO0+k*(t1-t0)/100 for k in range(n+1)
2 0Ordonnee = Euler (u0,t0,t1,100)

3 plt.plot(Abscisse ,Ordonnee)

4 plt.show()

Partie 3 — L’équation FKPP : solution en ondes progressives

On cherche u, solution de 'équation (FKPP3) telle que u est une onde progressive, ¢’est-
a-dire il existe une constante ¢ # 0 et une fonction U : R — R, de classe C* sur R telle
que

V(z,t) € R xR, u(z,t) =U(x — ct)

10. On a, pour tout (z,t) € R? :

ou , ou , - Pu -
E(x,t)——cU(x—ct) ; %(a:,t)—U(x—ct) ; @(x,t)—U(x—ct).

Ainsi u solution de I'équation (FKPP3) si et seulement si pour tout (x,t) € R* :
—cU' (z—ct) =U"(x —ct) + Uz — ct)(1 = Uz — ct))
si et seulement si pour tout y € R :

—cU'(y) = U"(y) + U(y)(1 = U(y))-
On a donc bien u solution de 1'équation (FKPP3) si et seulement si U est solution
sur Rde (Ey): U"+cU' +U(1-U)=0.

Dans le reste du sujet, on cherche des solutions de (Ey) sous la forme U : x — P(tanh(maz))
ot P est un polynéme & coefficients réels et m % 0 un réel.

11. Il s’agit simplement de dériver des fonctions composées.
Pour tout x € R :

U'(z) = mtanh'(mx) P'(tanh(mz)) = m(1 — tanh(mz)?) P’ (tanh(mx))
et

U"(x) = m[—2mtanh’(maz) tanh(mz) P’ (tanh(mz))
+(1 — tanh(ma)*)m(1 — tanh(mz)*) P"(tanh(mz)]
= m(1 — tanh(mz)?®) [—2m tanh(mz) P’ (tanh(ma)) + m(1 — tanh(mz)*) P” (tanh(mz))]
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12. En posant y = tanh(mz), y parcourt | — 1, 1] lorsque x parcourt R. En injectant les
expressions de la question précédente dans I’équation (Ey) on obtient : U satisfait
(Ey) sur R si et seulement si pour tout y €] — 1, 1]

m(l —y?*) [m(1 = y*)P"(y) + (c = 2my) P'(y)] + P(y)(1 = P(y)) =0
si et seulement si pour tout y €] — 1, 1], le polynome

m(l — X?) [m(1 = X*)P" + (¢ —2mX)P'] + P(1- P)

posséde y comme racine.

Le polynéme nul étant le seul polynome possédant une infinité de racines on a donc :
U satisfait (Ey) sur R si et seulement si

(Ep) m(1—X?) [m(l-X*)P"+ (c—2mX)P'| + P(1- P)=0.

13. Soit P satisfaisant I’équation différentielle ci-dessus.
(a) On a d’aprés (Ep) :

m(l — X?) [m(1 = X*)P" + (c—2mX)P'] = P(P —1).
Or d’une part comme m # 0 :

deg(m(1 — X?) [m(1 — X*)P" + (c — 2mX)P'])

= deg(m(1 — X?)) + deg(m(1 — X*)P" + (c — 2mX)P’)
< 2 4+ max(deg((1 — X?)P"), deg((c — 2mX)P"))

< 2+ deg(P)

et d’autre part :
deg(P(1 — P)) = deg(P) + deg(1 — P)
On doit donc avoir :
deg(P) + deg(l — P) < deg(P)+2 i.e deg(l—P)<2.

Or
deg(P) = deg(P — 1+ 1) < max(deg(P —1),deg(1)) < 2.

(b) En évaluant (Ep) en 1 et en —1, on a (& cause du facteur 1 — X? qui s’annule
enlet —1):

P(1)(1—=P(1))=0 et P(-1)(1—P(-1))=0.
(c) On a donc :
(P(1)=0 ou P(1)=1) et (P(-1)=0 ou P(-1)=1).

Il y a donc 4 cas a considérer. Dans toute la suite on suppose P non nul (le
polynome nul est évidemment solution).

10
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— Cas 1: P(1) =0 = P(—1). Alors 1 et —1 sont racines de P et comme
deg(P) < 2 ce sont les seules et elles sont simples. Par d’Alembert Gauss
il existe a € R* tel que :

P=a(X - 1)(X+1)=a(X*-1).
Le cas a = 0 correspond au polynéme nul qui est bien solution.
1
— Cas2: P(l)=0et P(—1)=1.S0it @ =P+ -(X —1).

2
Alors :
Q) =P(1)=0 ; Q(-1)=P(~1)=1=0
et deg(Q) < 2. Donc par ce cas précédente, il existe a € R tel que
1

Q:a(XQ—l) ie P:a(XQ—l)—g(X_l)-

— Cas 3 : P(—1) =0 et P(1) = 1. Ce cas se traite pareil en considérant

1
Q=P- §(X + 1) et on trouve

1
P=a(X*—1)+ 5(X+ 1).
— Cas 4 : P(—1) =1 et P(1) = 1. Ce cas se traite pareil en considérant
(Q = P — 1 et on trouve
P=a(X*—1)+1.
(d) et (e)

— Cas 1 : il existe a € R tel que P = a(X? — 1). Dans ce cas P’ = 2aX et
P" = 2a. Alors, P satisfait (Ep)

= m(l — X?) [2am(1 — X?) + 2a(c — 2mX)X] + a(X* - 1)(1 —a(X*—1)) =0
— (1-X?) [2am*(1 — X?) + 2am(c — 2mX)X —a(l —a(X*—1))] =0
< 2am*(1 — X?) + 2am(c —2mX)X —a(l —a(X* - 1)) =0

2am? — a — a* =0
<= 2amc =0
—2am? —4am®+a®> = 0

Comme m # 0 cela équivaut a :

c =0
a=0 ou om?—1—a = 0
—6m?+a = 0
soit
c = 0
a=0 ou om?—1—a = 0
—4m* -1 = 0.

Comme —4m? — 1 < 0, seule la premiére alternative est possible et seul le
polynome nul est solution dans ce cas.

Cela donne la fonction nulle comme solution de (Ey) et de FKPPs.
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— Cas 2 : il existe a € R tel que P = a(X? — 1) + 1. Dans ce cas P’ = 2aX
et P" = 2a. Alors, P satisfait (Ep)
< m(1— X?) [2am(1 — X?) + 2a(c — 2mX)X]| —a(X* - 1)(1 + a(X*—1)) =0
< (1 - X?) [2am®(1 — X?) + 2am(c — 2mX)X 4+ a(1 + a(X* = 1))] =0
<= 2am?*(1 — X?) + 2am(c —2mX)X +a(l +a(X*—1)) =0

2am? + a — a® = 0
<— 2amc = 0
—2am?® —dam®>+a®> = 0
omP+1—a = 0
<—a=0 ou c =0
—6m?’+a = 0
2m*+1—a = 0
<—a=0 ou c =0
—4Am? +1 0

3
Donc soit a = 0 et P est le polynome constant, soit m = iﬁ’ a = 5 et

3
¢ =0 c’est-a-dire P = 5()(2 - 1)+ 1

Cela donne pour solution de (Ey) la fonction constante égale a 1 et la
fonction

3 1\? 3 1\
: — h(+= —1 1=— h(= —1 1.
U:z— 5 (tan ( 2x) > + 5 <tan (2x> ) +

Pour FKPP, on obtient alors comme solution la fonction constante égale

alet
oty S (ann (L2) —1) 41
u: (z —|tanh | =z ) — :
’ 2 2
1
— Cas 3 : il existe a € R tel que P = a(X? —1) — §(X —1). Dans ce cas
1
P':2aX—§etP”:2a.
On a alors
1
P(1-P)=(1-X*(a*X*—aX + i a?)

et en factorisant par (1 — X?) dans (Ep) on obtient : P satisfait (Ep)

1 1
< 2am*(1 — X?) + m(2aX — 5)(c— 2mX) + a’X? — aX + i a>=0

1 1
2am2——mc+1—a2 =
2ame +m® —a =

—6am? + a® =0

Ici a ne peut pas étre nul car sinon la ligne 2 donne m = 0 ce qui est exclu.
Le systéme équivaut donc a :
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( 1
1 e = 7
2am2—§mc+z—a2 =0 4
dame+m:—a = 0 = (" T i@
—6m* + a = 0 _
c = +—
( V6

Pour FKPP, on obtient alors comme solution

wet (o) 7 <tanh (ﬁ (x—%t)) —1>2.
u:(t) o (tanh (2_\1/6 (x+%t)> +1>2.

1
— Cas 4 : il existe a € R tel que P = a(X*—1)+ §(X +1). Ce cas se traite

de la méme maniére que le précédent et on obtient les mémes solutions de
FKPP.

et




