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Partie I. Quelques résultats utiles.

. Aok Y (Az)* . . ;
1. Soit x € R. On a Z o et =ce Z T et on reconnait un multiple d’une

k>0 k>0
série exponentielle de paramétre A\z.

Ainsi la série converge et sa somme S(z) est donc bien définie et vaut :
S(z) = e e = Aol

2. La fonction g est dérivable en tant que somme et produit de fonctions dérivables et

on a :
Ve e RY, ¢(z)=(1—-xz)e "

On en déduit le tableau suivant :

x 0 1 +00
g(x) + 0 —
) / \
-1 —1
car g(0) = —1 et par croissance comparée xgriloog(x) =—1.

De plus, g(1) = e ' —1 < 0 et comme g admet un maximum global en 1 on a donc :
Vz e RT, g(z) <g(1) <0.

3. La fonction ¢ est de classe C* sur [0, 1] comme somme de fonctions de classe C* sur
[0,1]. Pour tout z € [0,1] on a :

P(a) = [(x) — 1= 2D 1

et
¢"(z) = N2 > 0.
En particulier, ¢’ est strictement croissante sur [0,1] et comme ¢'(1) = A —1<0
on en déduit :
Ve e [0,1], () <0 et ¢'(1)<0.
Ainsi ¢ est strictement décroissante sur [0,1]. En particulier, I'équation ¢(z) = 0
admet au plus une solution sur [0, 1].

Enfin, un calcul direct montre que ¢(1) = 0 donc 1 est I'unique solution sur [0, 1]
de 'équation p(x) = 0.
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4. On a, de méme que précédemment, ¢’ qui est strictement croissante sur [0, 1].
Cependant, cette fois ¢/(1) = A — 1> 0 et ¢'(0) = Xe™ — 1 = g(A\) < 0 (d’aprés la
question 1).

Comme ¢’ est continue et strictement croissante sur [0, 1], d’aprés le corollaire du
théoréme des valeurs intermédiaires on en déduit qu'il existe un unique « € [0, 1]
tel que ¢'(z) = 0.

On a ainsi :
x 0 Q 1
@' () - 0 +
De plus :

p0)=e*>0 ; ¢(1)=0 donc ¢(a)<O0.
Ainsi, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, ’équation ¢(z) = 0 posséde
une unique solution sur |0, a| et une unique solution (1) sur |a, 1].
5. Cf cours.
6. On sait que T1(Q2) = T3(Q2) = N donc (71 + 732)(2) C N.
Soit k € N. D’aprés la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([T} = i]);en, la série ZIP’(Tl + Ty, =k, Ty = i) converge et on a :

12>0
400
P(Ty+Ty=k) =Y P(Ti+To=kT =i
=0
Ainsi :
+oo oo
P(T1 + 15 = k) = ZP(T1 + 1Ty, =k,T, = Z) = ZP(i+T2 =k, 11 = Z)
=0 =0
o0
=> P(Ty=k—i,Ty =)
1=0

- fpm =k —i)P(T} = i)

car T} et T, sont indépendantes.
Soit 7 € N.
— Sik <ialors k—i < 0donc P(Ty, =k —1i) =0.
th

— Sikzialorsk—z'ENdonc}P’(TQ:k—i):e_tQm.
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Ainsi, on obtient :

+00 k—i +00
. . 4, € .
P+ To=k)=Y P(Th=k—i)P(Ty=i)=)» e t2(k2_2,)'19>(T1 =i)+ > 0
i=0 i=0 ) i=k+1
e BTt
— —t2 —t1 0
2. e
i 1
—(t1+t2) k—iyi
= ()Y (k‘—i)'z‘tz th
=0
—(t1+t2) _F k!
o € : k—i41
R 2 (k — i)'z‘t2 h
1=0
_ 6*(t1+t2) : k k—igi
k! i)h
1=0
e*(t1+t2)
= (t1 +t2)

d’apreés le binéme de Newton.

Cela montre que (7} +73)(£2) = N et que 7} + 75 suit la loi de Poisson de paramétre
t1 + to.

. On procéde par récurrence sur n > 2.

L’initialisation a été prouvée a la question précédente. Pour I’hérédité, on suppose

que T = Z T}, suit la loi de Poisson de paramétre Z t.

k=1 k=1
Alors :
n+1 n
Y>hi=> T+ T =T+T,
k=1 k=1
avec

n
— T suit une loi de Poisson de paramétre Z t,
k=1
— T},+1 suit une loi de Poisson de parametre t,.1,
— d’aprés le lemme des coalitions, T" et T}, 1 sont indépendantes.

On peut donc appliquer la question précédente a T et T,, .1 pour conclure que T +
n

T),+1 suit une loi de Poisson de paramétre Z tr + t,e1 ce qui montre 1’hérédité.
k=1

. Comme a est continue sur I, elle posséde une primitive A sur I. Alors ’ensemble

des solutions de (E;) est

Slz{y:tEIHCeA(t);CER}.
. Soit f € S7. Il existe donc C' € R tel que :

Vte I, f(t)=Cet®.

Supposons qu’il existe ¢ty € I tel que f(tg) = 0. Comme eA) > (0 alors nécessaire-
ment C' = 0 donc

Vtel, f(t)=Cet =0.




Arnaud Stocker

10. Posons y = g — C dérivable sur I car g 'est. Alors, comme g est solution de (FE5) :

Yy =g =bg(g—C)=bgy.

Donc y est bien solution de (E3).

11. Posons a = bg et supposons qu'il existe ty € I tel que g(tp) = C. En conservant les
notations de la question précédente, la fonction y = g — C' est alors une solution de
y' = ay qui s’annule en t,.

D’apreés la question 9, on en déduit que y est la fonction nulle sur I, ¢’est-a-dire, g
est constante égale a C sur I.

Partie

12, —

I1I. Probabilité d’extinction d’une stratégie.

Zy suit la loi certaine de paramétre 1 donc py = P(Zy = 0) = 0.
Comme Z; = 1 alors Z; = Xj; suit une loi de poisson de parameétre A donc :

L’expression de Z, dépend de la valeur de Z;. On applique la formule des
probabilités totales avec le systéme complet d’événement ([Z; = k])ren : la

série ZIP’[lek](Zg = 0)P(Z, = k) converge et :
k>0

P2 =P(Z, = 0) ZP% W(Za = 0)P(Z, = k).

Or, sachant que [Z; = k| est réalisé, Z, est une somme de k variables aléatoires
indépendantes de loi de Poisson de paramétre A. Plus précisément, pour tout
keN:

]P)[lek]<ZQ - 0) - P[lek](z Xl,i - 0) - P(Z Xl,i - 0

car les X ; sont indépendantes de Z;.

k
Grace a la question 7, on sait que Z X suit la loi P(kA) donc :
i=1

k
IP>[Z1 ](ZZ_O ZXlZ_ ):P(leﬂ':()):eik/\
=1

On obtient donc vu que Z; suit la loi P(\) :

— Ay A = (Ae )P
Z]PJ[ZI Z2 == O)P(Zl = k’) == Z e Fe‘ =e Z %l

k=0 ’ k=0
_ -
=e e,
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13.

14.

15.

Soit n € N. Si [Z, = 0] est réalisé alors la somme définissant 7, est vide donc
nulle d’aprés la convention rappelée.
Cela montre :

[Z,, = 0] C [Zny1 = 0]

puis par croissante de IP on obtient

Pn S pn+1 .

Ainsi, (p,) est croissante. Comme elle est majorée par 1 (les p, sont des probabilités)
d’aprés le théoréme de convergence monotone, elle converge.

Soit n € N. L’énoncé suggére d’appliquer la formule des probabilités totales avec le
systéme complet d’événements ([Z; = k])ken-
On en déduit que la série Z Pz,=1)(Zns1 = 0)P(Z, = k) converge et que :

k>0

Pry1 = P(Zp1 = 0) ZP[Zl k] Zni1 = 0)P(Z) = k).

En utilisant le résultat admis dans I’énoncé et le fait que Z; suit la loi P(\), on a :
)\k
Pny1 = Zpi k' (pn)

On a vu a la question 13 que la suite (p,) converge. Notons ¢ sa limite.
On sait que : Vn € N, p, € [0,1] (c’est une probabilité!). Donc par passage a la
limite dans les inégalités larges, on sait que ¢ € [0, 1].
De plus :
— d’une part lim p,; = lim p, =/;
n—-+o0o n—-+o0o
— d’autre part lim p,1 = lim S(p,) = S(¢) = f(¢) car S est continue et
n—-+o0o n—-+00
égale a f d’apreés la question 1.
Par unicité de la limite, on en déduit que S(¢) = £ ou, grace a 'expression trouvée
en question 1, f(¢) = /.
— Si A <1, d’aprés la question 3, on en déduit que ¢ = 1.
— Si A > 1, d’aprés la question 4, on en déduit que £ =1 ou £ = x).
Il faut exclure le cas ¢ = 1 pour conclure. La suite (p,) étant croissante, on a

Vn € N, go(pn) = f(pn) —DPn=Dnt1 —Pn =0

et avec le signe de ¢ obtenu en question 4, on a donc :
VneN, p,e€[0,x,]U{l}.

S’il existe un ng > 1 tel que p,, = 1 alors f(pp,—1) = pn, = 1 et comme 1
est P'unique antécédent de 1 par f (f est strictement croissante donc injective)
alors p,,—1 = 1 et de proche en proche on aurait py = 1 ce qui est absurde.
Ainsi :

Vn €N, p,€[0,z,].
En particulier : ¢ < x, < 1 ce qui permet d’exclure que ¢ = 1 et conclure que
(= T.
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16. Le paramétre A est le nombre moyen d’enfants de chaque individu suivant la nouvelle
stratégie. Si A < 1, il est cohérent de constater que la population tende a s’éteindre
presque surement.

Partie III. Etude de deux exemples.

17. Soit (C1,Cy,Cs) € R? et soit (w1, 29, 23) un triplet de fonctions constantes égal a

(Cy,Cy, C3).

(1, 29,23) est solution de (2)

0 =
<:>O:
0 =
1 =
0 =
<— < 0
1 =
0 =
=< 0 =
1 =
0 =
=< 0 =
1 =

111
On obtient donc quatre solutions : (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) et (5’ 3 —).

Ci(Cr — C)

Co(Cs — Ch)

C5(C1 — Cs)
Ci+Cy+Cs

01 02 = C’3

0203 ou 0 = CQ(CQ — 01)
Cg + Cg 1 = Cl -+ 202
Cy 0 = Oy Cy = Cs
02 ou 0 = 03 ou 0 = Cg(CQ — Cl)
Cg 1 = 02 1 == Cl + 202
Cl 0 - 01 02 == Cg Cg - 03
CQ ou 0 = 03 ou 0 = CQ ou CQ = Cl
03 1 = CQ 1 = Cl 1 — 302

18. Soit A€ C. On a:

rg(M — \3) =

Ainsi :

1 -1 =\
Ig -1 =X 1 <L1<—>L3)
-2 1 -1
1 -1 -\
0 1—-X —1-X\
1 -1 -\
rg| |0 -2 2— A+ )\ (Ly < Loy — Ls)
0 1—X —1-—)\2
1 -1 .\
rg| [0 —2 2— A+ )2 (Ls < 2L+ (1 — \)Lo)
0 0 —=X—3\

A € Spec(M) < rg(M — \3) < 3 —\* — 3\ < A € {0,V3i, —V/3i}.
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Ainsi : Spec(M) = {0,/3i, —V/3i}.

On peut déja remarquer que M, qui est d’ordre 3, posséde trois valeurs propres
complexes distinctes donc elle est diagonalisable et chacun des sous-espaces propres
est de dimension 1.

x
Déterminons les sous-espaces propres : soit X = |y | € M3;(C).
z
— Eo(M).
y—z = 0
XeE(M)<=({ —o+2 = 0 <= zr=y==2
r—y = 0

1
Ainsi Ey(M) = Vect 1] |. Comme est génératrice de Eo(M) et
1

1
1
1
que dim(Ey(M)) = 1, c’est une base de Ey(M).
y—z = V3iz i\/gm—y—kz = 0
XeEgM)={ —z+2z = V3iy <=1 —2—iV3y+z = 0
rT—y = V3iz az—y—i\/gz =0
(—1+iV3)y — 22
= ¢ —(1+iV3)y+ (1 -1iV3)z
T—y— iv3z
On remarque alors que (1 —iv/3)Ly = —2L; d’ou :

1+iv3

(—1+iV3)y—22 = 0 To= oY
Xel sz (M) = — :
vai(M) { r—y—iv3z = 0 —1+iv3
z = ———y
2
1+iv/3 1
9 —141iV3
Ainsi E; 5(M) = Vect 1 = Vect 9 (cette der-
~1+iV/3 1+iv3
2 2

niére expression s’obtient en multipliant le premier vecteur par le scalaire non

—1+iv3

nul 5 pour avoir un 1 en premiére coordonnée pour la question sui-
vante).
1
—1+iV3
On en déduit comme précédemment que 9 est une base de
1+iv3
2

B, 5(M).
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— Pour E_; 5(M) on peut faire des calculs similaire ou remarquer que, par linéa-
rité de la conjugaison et comme M est a coefficients réels :

MX =ivV3X — MX = —iV/3X.

1
—1—1i/3

Ainsi 9 est un vecteur propre associé a —iV3 donc, par le méme
1—14v3

2
argument que précédemment, forme une base de £_; 5(M).

19. D’aprés la question précédente les matrices P et D suivantes conviennent :

1 1 1
10 0 —14ivV3 —1-1iV3
D=0 ivV3 0 . p=|1 5 5
0 0 —iV3 . —1—iv3 —1+4V3
2 2

20. Il y a plusieurs méthodes possibles :

— mettre le membre de droite au méme dénominateur et identifier les coefficients
du polyndéme qui apparait au numérateur avec le numérateur du membre de
gauche.

— Soit A, B, C' des réels vérifiant la condition demandée. En multipliant par z
membre & membre on obtient :

1 Bx Cx
Ve e RMO3A L ey T o T s

et en faisant tendre x vers 0 on obtient :

- = A
3
De méme, en multipliant membre & membre par (z — 1) puis en faisant tendre

x vers 1 on obtient :
1=2B.

En multipliant membre & membre par (4x — 3) puis en faisant tendre x vers

3/4 on obtient :
16

3
Réciproquement, on vérifie que A = 1/3, B = 1 et C' = —16/3 conviennent
bien.

C.

21. La fonction h est continue sur |0, 3/4[ donc posséde des primitives sur cet intervalle.
D’aprés la question précédente, les primitives de h sur |0, 3/4[ sont les fonctions

x|—>Aln(:v)—i—Bln(l—x)+%ln(3—4x)—|—k, ke R.
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22. Posons a = (r1 — 1)(4x; — 3). Comme z; est solution de (4), cela signifie que :
Ty = az;.

D’aprés la question 9, si x; s’annule alors x; est nulle ce qui n’est pas possible car
Posons b = 4(x; — 1). Comme z; est solution de (4), cela signifie que :

@y = bxy (g — 3/4).

D’aprés la question 11, si z; prend la valeur 3/4 alors x; est constante égale a 3/4
ce qui n’est pas possible car x1(0) < 3/4.
Ainsi z7 ne peut prendre ni la valeur 0 ni la valeur 3/4.
Supposons maintenant qu’il existe ¢ty € R, tel que x(tg) ¢]0,3/4].
— sixq1(tp) <0, comme z1(0) > 0 alors par le TVI (x; est continue car dérivable),
x1 s’annulerait ; ce qui contredit ce qui précéde.
— si x1(tp) > 3/4, comme x1(0) < 3/4 alors par le TVI (27 est continue car
dérivable), z; prendrait la valeur 3/4; ce qui contredit ce qui précéde.
Dans les deux cas on aboutit a une contradiction.
Ainsi, pour tout t € Ry, z1(t) €]0,3/4].
23. D’aprés la question précédente, z1(z; — 1)(4z; — 3) ne s’annule pas sur R,. Donc :

/
Ly

x1(zy — 1)(4x; — 3)
< zih(z;) = 1.

=1

ry solution de (4) <= x| = x1(z1 — 1)(4z; — 3) <

Avec la question 21 et la formule de primitivation des fonctions composées on en
déduit qu’il existe & € R tel que pour tout t € R, :

Aln(x(t)) + Bln(1 — z41(t)) + %111(3 —dx1(t)) =t + k.

Soit t € R,. Compte tenu des valeurs de A, B et C' on a
16

Aln(z1(t)) + Bln(1 — z(¢)) + ¢ In(3 — 4z (t)) = lln(:vl(t)) +In(1 —z1(t)) — — In(3 — 41 (¢))

4 3 12
L (2, () + 31(1 — 21(8) — 4In(3 — 421 (1))

|
W= Wl Wl—=wl
o
=
7N
8
-
—~
~
N—
Yy
—_
|
8
—
|
~
| ~—
N—
w
~_

Ainsi, pour tout t € Ry on a:

%111 (ml(t)(l — x1(t) 3) —t4+D

4
ott on a posé D =k + §ln(4).
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24. On remarque que d’aprés la question 22, 7} = x1(z; — 1)(4x; — 3) > 0 donc ;1 est

croissante.

De plus, z; est majorée (question 22) donc elle posséde une limite finie en +00, notée
¢. Toujours par la question 22 et par croissance, on sait que £ € [21(0), 3/4] C]0, 3/4].
Supposons que ¢ €]0,3/4[. Alors on a :

— lim i L (O =@ 1 Q=0
+oo_tl>+oot+D tl>+0031 < (3/4_1;1(75))4 ) 31 ((3/4——5)4) eR

ce qui est absurde.

3
D (= —.
onc 1

10



