CHAPITRE 15

THEOREMES LIMITES EN PROBABILITE.

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé. Toutes les variables aléatoires seront définies sur cet espace
probabilisé.

15.1 Loi faible des grands nombres

— Définition 15.1 (Moyenne empirique)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles définies sur une méme espace
probabilisé.
Pour tout n € N*, la variable aléatoire suivante est appelée la moyenne empirique de

Xi,..., X,
X1t Xy

n

M,

On la note aussi parfois X,.

— Théoréme 15.1 (Loi faible des grands nombres)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles définies sur une méme espace
probabilisé, mutuellement indépendantes, admettant une méme espérance m. Pour tout
n € N*, on note

X1t Xy

I —

M,

Alors
Ve >0, lim P(|M,—m|>¢)=0.
n—-4o00

Remarque 15.1.

1. De maniére plus concrete, la loi des grands nombres signifie que la moyenne de n variables
aléatoires indépendantes de méme espérance et variance a de grandes chances, si n est
grand, d’étre une valeur approchée de ’espérance.

2. C’est ce résultat qui justifie les résultats empiriques observés en TP : en simulant des
variables aléatoires de méme loi de maniére indépendante, la moyenne observée tend, dans
un certain sens, vers l'espérance lorsque le nombre de simulations tend vers 'infini.
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Exemple 15.1 (Exemple important). Soit A un événement et (X,),en+ une suite de variables
aléatoires de loi B(P(A)).
Alors

Ve>0, lim P(|M, —P(A)|>¢)=0.

n—-+o0o

15.2 Convergence en loi

— Définition 15.2 (Convergence en loi)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle.
On dit que la suite (X,,),en+ converge en loi vers X si

lim Fx, (x) = Fx(x)

n—-+4o0o

en tout réel x ou Fx est continue.
L
On notera alors X,, — X.

Remarque 15.2.
1. Rappel : la fonction Fx est continue en = € R si et seulement si P(X = z) = 0.

2. En particulier, si X, £y X et si a < b sont deux réels en lesquels F'x est continue alors

lim Pla< X, <b)=Pla<X<b).

n—-+o0o

— Méthode 15.1 (Montrer qu’une suite de variables aléatoires converge en loi)

e Si la variable aléatoire X est donnée, pour vérifier si une suite (X,)pen+ de
variables aléatoires converge en loi vers X :

1. on détermine les fonctions de répartition Fx, et Fx ;
2. on fixe x et on étudie lim Fl, (z);
n—-+00
3. on vérifie si pour tout x ot F'x est continue, la limite ci-dessus vaut Fx (z).
e Pour vérifier si une suite (X,),en+ de variables aléatoires converge en loi :
1. on détermine les fonctions de répartition Fl,, ;
2. on fixe x et on étudie lim FY, (z);
n—-+00
3. en notant F(z) la limite liIJrrl Fx, (x), on cherche & vérifier si z — F(x)
n——+0o0

coincident avec une fonction de répartition d’une variable aléatoire X en les
points ot F'x est continue.

— Théoréme 15.2 (Critére pour les variables discrétes)

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires & valeurs dans Z et X une variable
aléatoire & valeurs dans Z.
Alors (X,)nen+ converge en loi vers X si et seulement si

VkeZ, lim P(X,=k)=PX=k).

n—-+o0o
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—{ Proposition 15.1 }

Soit (Xp)nen+ telle que pour tout n > A, X,, — B (n, /\> o A > 0. Alors (X,,)pen-
n

converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi de Poisson P(A).

15.3 Théoréme central limite

— Théoréme 15.3 (Théoréme Central Limite (TCL))

Soit (Xp)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme
loi admettant une variance o non nulle et une espérance m.

On note, pour tout n € N* :
M, —
M* = +/n (’”‘m> .
o

Alors (M, )nen+ converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi normale
centrée réduite.

Remarque 15.3.
1. La variable M, est la variable centrée réduite associée a la moyenne empirique M,.
2. Intuitivement, le TCL signifie que pour n suffisamment grand M, suit approximativement
une loi N(0,1).
Sn

3. Ennotant S,, = X1+ -+ X, ona M, = — et
n

g _ Sp —nm
" U\/ﬁ
donc (S} )nen+ converge aussi en loi vers une variable aléatoire suivant une loi normale
centrée réduite.

= M?

4. Intuitivement, le TCL signifie que pour n suffisamment grand .S, suit approximativement
une loi N'(nm,no?) :
Pour tout x € R

Fg, (v) = P(S, <z) = P(S, —nm <z —nm)

S, —nm _ T —nm
=P <
( oyn a\/ﬁ>

ou Z — N(0,1). Donc

r —nm

Fs (z) ~ Fy ( o~

> =P (J\/EZ +nm < CC) = Fo-\/ﬁZ—i—nm(x)
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avec o/nZ +nm < N (nm,no?).

— Proposition 15.2 (Moivre-Laplace)

Soit (Sp)nen+ une suite de variables aléatoires tel que S,, — B(n,p) avec p €]0,1].

Alors la suite
Sn —np
np(l - p) neN*

converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
On approximera donc la loi B(n, p) par laloi N (np, np(1—p)) dés que n est suffisamment
grand.

Remarque 15.4.

1. L’approximation la loi B(n,p) par la loi N(np,np(1 — p)) est raisonnable dés que n > 20

et p proche de 3 mais cela peut varier d’un auteur a ’autre.

2. On approxime donc une loi discréte par une loi continue. En pratique, on approxime P(S,, =
k) par

Pk—=0,6<Z,<k+0,5) ou Z, = N(np,np(l—p)).
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FIGURE 15.1 — Approximation d’une loi binomiale par une loi normale
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— Définition 15.3 (Variance empirique)

Soit X1, ..., X, des variables aléatoires.
On appelle variance empirique et on note Sg la variable aléatoire définie par :

1 n
=3 (X M)
=1

On appelle écart-type empirique la racine carrée de la variance empirique.

— Théoréme 15.4 (Théoréme Central Limite (TCL))

Soit (X}, )nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme
2 non nulle et une espérance m.

M, —m
()

n

loi admettant une variance o
La suite des variables :

converge en loi vers une variable aléatoire suivant une loi normale centrée réduite.

15.4 Introduction aux tests

15.4.1 Principe des tests

On considére une population € dont les individus possédent un caractére X (modélisé par une
variable aléatoire) dont la loi (ou un certains nombres de parameétres) sont inconnus.

On souhaite formuler une hypothese sur le(s) parametre(s) inconnu(s) (par exemple, une hy-
pothése sur sa valeur) et porter un jugement sur cette hypothése (est-elle raisonnable 7), en se
basant sur ’observation d’un échantillon prélevé.

— Un test d’hypothése est une démarche qui a pour but de fournir une régle de décision
permettant, sur la base de résultats d’échantillon, de faire un choix entre deux hypothéses.
— Hypothése nulle, Hj : c’est ’hypothése que 'on cherche & tester.

— Seuil de signification d’un test d’hypothése : c’est le risque « consenti & ’avance de
rejeter & tort 'hypothése Hy, alors qu’elle est vraie.
On utilisera en général o = 5%.

— Statistique de test ou variable d’échantillonnage : c’est une variable aléatoire T (en
lien avec le probléme initial) dont on connait la loi sous ’hypothése Hy.

On sépare alors R en deux zones : une zone de rejet notée Ryejet €t une zone de non-rejet
notée Ryon-rejet telles que :

P(T € Rrejet) =a P(T € Rnon—rejet) =1-oa.

-Utilisation du test : a partir d’un échantillon, on calcule une valeur observée de T ,
notée t,ps-

— Si tobs & Rnon-rejet C'est-a-dire tops € Rrejer alors 'hypothése Hy est rejetée.
— Sinon, ’hypothése Hy n’est pas rejetée.
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Exemple 15.2. On dispose d’une piéce qu’on peut modéliser par une variable aléatoire suivant
une loi de Bernoulli de paramétre inconnue p (la probabilité de faire pile par exemple).

On s

15.4.

ouhaite déterminer si notre piéce est équilibrée ou non c’est-a-dire si p = 3

L’hypothése nulle est Hy : p = %
La stratégie intuitive est de lancer la piéce un grand nombre de fois et tester si la proportion
de pile est d’environ %

Chaque lancer est modéliser par une variable X; de loi B(p) et la proportion de pile sur n
tirages est alors la moyenne empirique M, : c’est notre statistique de test.

Rmq : le choix de M,, comme statistique de test est justifié par la loi des grands nombres.

1l reste & déterminer, pour o donné, une zone de non-rejet .

2 Test de conformité a la moyenne

—{ Proposition 15.3 }

Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes, de méme
loi admettant une variance o2 non nulle et une espérance m.
Soit a €]0, 1] et notons ® la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Alors
1. Il existe un réel ¢, tel que ®(t,) =1 — &
) =1-oa.

2’

[S 2
2. lim ]P’(M € [mt —2em+t, S
n—-+o00

Remarque 15.5. Pour a = 0.05, ¢, ~ 1.96.

Application : test de conformité 4 la moyenne On considére une population €2 dont
les individus possédent un caractére X (modélisé par une variable aléatoire) dont la loi (ou un
certains nombres de paramétres) sont inconnus.

On souhaite formuler une hypotheése sur la valeur de la moyenne m de X, en se basant sur
I'observation d’un échantillon prélevé.

L’hypothése nulle Hy est de la forme m = mg ol mg est la valeur hypothétique de la
moyenne.

L’échantillon préleve est modélisé par une suite de variables (X, )nen+ indépendantes et de
méme loi que X.

La statistique de test est alors la moyenne empirique M,, (moyenne des valeurs mesurées
sur 1’échantillon).

Si n est suffisamment grand alors :
/S2 /S2
P(Mnelmo—ta —mg + ta "]):1—04.
n n

/S2 S2
L’intervalle [mo — ta\/ —;mo + ta/ — | est donc une zone de non-rejet au seuil (environ)
n n

Q.
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— Décision :
S2 S2
— si M, € |mg — ta\/ —2;mo + ta\/ — | on ne rejette pas 'hypothése Hy : m = myq;
n n
52 52
— 8i My, & |mo — tay/ —;mo + tay/ — | on rejette 'hypotheése Hy : m = my.
n n
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