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BCPST 2 Jean-Baptiste Say

1 Modélisation et commande du processus

1. D’aprés (F), on a :

day _ dTy
dt  dt

dea
dt dt

2. a. Si Az + bu = 0, alors :
—5(E1 + 5$2 =0
4x1 — 622 +9u =0

La premiére ligne du systéme assure alors que z; = 5.

b. On en déduit que si les températures de l'eau et des petits pois sont constantes

d
(i.e. diatc = 0), alors elles sont égales.

c. Sixp = x9 = 72, la deuxiéme ligne du systéme de la question 2.a devient 9u = 2 x 72

l.e. u=16.
3. a. Soit A € R.

A€ Sp(A) & det(A— M) =0

S (=5—=A)(=6—-X)—20=0

S A +110+10=0
S A= —1ou = —-10.

Les valeurs propres de A sont donc —1 et —10.

b. La matrice A € M3(R) admet deux valeurs propres distinctes ; elle est donc diagonal-

isable (et tous les espaces propres sont de dimension 1).

d.

c. Soit X = (;) € M3 1(R).

—44+5y=0

XeKer(A+ L) &
HA+ L) {4—5y:0

On en déduit que l'espace propre E_; de A associé a la valeur propre —1 est engendré

1 .
par le vecteur <4 (ce vecteur est non nul et on sait
5

(}1) forme donc une base de E_1.
5

5+5y=0

X e Ker(A+1013) &
er( 3) {4+4y=0

que dim E_; = 1). Le vecteur

Sy=-—1

On en déduit que 'espace propre de A associé a la valeur propre —10 est engendré

1 .
par le vecteur (_ (ce vecteur est non nul et on sait

1
1
(_1> forme donc une base de E_qg.

Puisque A est diagonalisable et admet deux valeurs

((1) , <_11)) forme une base de Mj 1 (R) formée de

5

i

que dim F_1g = 1). Le vecteur

propres distinctes, la famille

vecteurs propres de A.

0 -10

La formule de changement de base assure alors que A = PDP~! ot D = <1 0 )

et P= (1 1 ) Le calcul de I'inverse de P est immédiat :

5

pa_ L (-1 —1\_ 5(-1 -1\_5
Tdet(P)\—-3 1) 9\-% 1) 9

5 5
. a. Puisque z = P!z, 0on a z; = §(x1 +@3) et 29 = 9 (

dérivation, on trouve que :

(1 1)
4 .
E
4

5501 — :c2>. Par linéarité de la

dzy 5 (doy  dzp) odz 5 (ddey | des
a9\ dt  dt dt — 9\5dt  dt )’

dz dx
‘est-a-dire — = P71,
c’est-a-dire & T
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b. Remarquons que x = Pz et D = P"1AP. D’aprés (1), on a : t 0 1“% +00
dz _1dzx 72

72
= _p1==
dt de 2o (t)
=P Az + P lbu ?
vz (M)

=P APz + P 'bu
On en déduit I’allure du graphe de la fonction xs.

In10
9

= Dz + fu, ou B =P 1b.

c. On trouve immédiatement que x1(0) = T1(0) — T = 0 et 22(0) = T2(0) — To = 72.

Ainsi : 5
1 0 72 1 Y
W) (3)=5(R) -0 ()
72

). L’équation différentielle (2) équivaut au systéme :

2(0) = P~12(0) = g (

G =

d. Puisque = P~ 'b = ( >
=5 70

Zi=—21+5x16=—21 4+ 80
2z = —1029 — 5 X 16 = —1029 — 80

Les deux équations composant le systéme sont des équations différentielles linéaires
d’ordre 1 & coefficients constants. Il existe donc deux réels K; et Ks tels que, pour
tout t > 0,

Zl(t) = Kleit + 80
Zl(t) = K26710t — 8.

Puisque 21 (0) = 40 et 22(0), on trouve que :

40—t
21(t) = =32 100 — 8,

e. Puisque z = Pz, on trouve que :

1(t) + 22(t) = 72 — 40e~t — 3210
21(t) — 22(t) = 72 — 32e ¢ 4 32e710%,

I (t) =
1‘2(t) =

™D

vVt e Ry, {

Gl

5. a. La fonction o est dérivable R, (par opérations sur les fonctions ou parce que za est

solution d’une équation différentielle sur R, ) et :
10 z2 (%5°)
Vt >0, 2bh(t) = 32e " — 320e 9%,

48

Ainsi :

1110
Zh(t) > 06 327 > 32001 o e > 10 & t > HT > 0.

Figure 1 — Représentation graphique de la fonction o

On en déduit que le tableau de variations de la fonction zy :
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b. On rappelle que x5 est la différence entre la température de l'eau et la température 9. a. Remarquons que :
extérieure. Au début de la chauffe, la température de I’eau chute brutalement (de 92°C
a environ 50°C), conséquence d’une déperdition d’énergie (transfert de chaleur vers les A— kbl = A— K <0) (0 1) _ (‘5 5 ) _k <0 O> _ <_5 5 )
petits pois). La température remonte ensuite trés vite pour tendre vers la température 9 4 -6
maximale de cuisson, 92°C.

Ainsi :
c. Le temps tr correspond au temps & partir la cuisson est censée démarrée selon le cahier
des charges. AESp (A — kbcT) < det (A — kbeT — )\Ig) =0
Puisque 20 = To — T, tr = min{t > 0 | Vt' > t, xo(t') > 70}. & (=5=X)(-6—-9k—X)—-20=0
d. Calculons : S A4+ (9K + 11N+ 45k +10 =10
22(In16) = 72 — 32~ 16 4 3271016 — 79 _ % + 1:230 =70 + 12?0 ~ 70 Le discriminant A(k) du polynoéme A\? + (9% + 11)\ + 45k + 10 vérifiant :
A(k) = (9k+11)% —4(45k+10) = 81k*+18k+81 = 9(9k*+2k+9) > 0 (puisque k > 0),
. In10 3 . . .
Puisque In 16 > 5 le réel In 16 est bien une bonne approximation de tg. la matrice A — kbeT admet deux valeurs propres distinctes :
Les valeurs propres de A correspond aux coefficients multiplicateurs & l'intérieur des SO TR ST
exponentielles de la solution xo. Ainsi, plus les valeurs propres de A seront proches de (k) = —9k — 11 — 3vOk* + 2k +9 et Ao (k) = —9k — 11 + 3v9k* + 2k + 9'
2 2

—o0, plus la fonction zo convergera vite vers 72, et donc plus le temps ¢t sera petit.

b. Les fonctions A1 et Ay sont dérivables sur R par théorémes opératoires (on rappelle

6. Ce choix permet d’augmenter u lorsque 5 diminue (et réciproquement), i.e. d’augmenter que A(k) > 0 pour tout k > 0).

la puissance de chauffe lorsque la température de 1’eau diminue (et réciproquement). Ce

choix permet donc de réguler la température de I’eau en dépensant peu d’énergie. , 9 3(18k + 2)
ME)=—2 - ————————=<
e N TR,

7. Si k=0, alors u = 16. On est alors ramené au cas du paragraphe précédent (commande
en boucle ouverte). Le réel In 16 est alors une bonne approximation de tg. N, (k) = 9 3(9k +1)

RSNy

~ 3(9% 4+ 1) — 9V9k2 + 2k + 9

B 2V/9k2 + 2k + 9

_ 9(9k + 1)2 — 81(9k2 + 2k +9)

dw _ dz 2VOkZ + 2k + 9 [3(9k + 1) + 9VOKZ + 2k + 9]

$1—72
$2—72

8. Remarquons que c’w = (0 1) ( > = x9 — 72. Par linéarité de la dérivation, on

trouve :

dt - dt —9 x 80
_ = <0,
Az + bu 2v/0k? + 2k + 9 [3(9k + 1) + 9VIK2 + 2k + 9
1
=4 <w +72 (1)) +0(16 + k(72 — 22)) I’avant-derniére égalité étant obtenue par multiplication par une quantité conjuguée.

1 On en déduit que les fonctions A; et Ay sont décroissantes sur R .
= Aw + 724 (1) +16b — kbc'w
10. Plus les valeurs de k sont grandes, plus les valeurs propres de la matrice A — kbc” sont

_ (A B kbcT) w7 ( 02) 116 (8) petites, et donc plus le temps tr est petit.
a L’inconvénient & augmenter k est de dépenser une trop grande quantité d’énergie pour
= (A — kbcT) w. cuire les petits pois.
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2 Etude informatique des commandes

1.

On suit la définition de f :

def f(t):
return 72 — 32*xnp.exp(—t) + 32xnp.exp(—10*t)

. La liste Lt1 contient la liste des IV flottants équirépartis entre 0 et 5, i.e. tous les flottants

k
de la forme 7 ob ke [0,N —1].

La liste Lyl contient les images par f de chaque élément de la liste Lt1, i.e. tous les

ok
flottants de la forme f (Nl) ou k € [0, N —1].

. Il s’agit simplement de rechercher le minimum de la liste Lyl et le temps correspondant

(au méme indice) dans la liste Lt1.

def minimum_f(N):
Ltl = np.linspace(0,5,N)
Lyl = []
for k in range(®,N):
Lyl.append (£(Lt1[k]))

min_f = Lyl[0]
t_min = Lt1[0]
for k in range(1,N):
if Ly1[k] < min_£:
min_f = Lyl[k]
t_min = Ltl1[k]
return (min_f, t_min)

Au lieu de retenir le temps t_min, on aurait pu retenir I'indice du minimum dans la
recherche de celui-ci.

a. Puisqu’on calcule, pour chaque échantillon de valeurs de la fonction f, le minimum
de ces valeurs, il est prévisible que ces deux valeurs différent (et méme qu’aucune des
deux ne correspondent au minimum de f sur Ry).

b. Le deuxiéme échantillon contient 1000 fois plus de point que le premier. La valeur de
tm, est probablement une meilleure approximation de tr que t,,,.

. Le troisiéme échantillon contient bien moins de valeurs de f que le second (400 fois moins),

expliquant ainsi que ¢,,, est une moins bonne approximation de tr que t,,,.

10.

Le fait que la valeur de t,,, soit plus éloignée de la valeur exacte que t,,, s’explique a pos-
teriori : le premier échantillonnage contient un point d’ordonnée inférieure aux ordonnées
de tous les points du troisiéme échantillonnage.

11 suffit de calculer u,, d’aprés la formule de récurrence tant que |F'(u,)| > e.

def Newt(F,G,u®,e):
u = ul
while abs(F(u)) >= e:
u —= F(u)/G(u)

return u

On cherche la méthode de Newton fournit une approximation u,, d’une solution z*
de l'équation F(xr) = 0. Puisque F est continue sur I (car dérivable sur I) alors

hIJIrl F(up) = F (z*) = 0. Le flottant e permet de controler I'erreur d’approximation
n—-+0o0o

entre uy,, et x* : plus F(uy,) est proche de 0 plus on espére que u,, est proche de z*
(sans qu’on puisse controler la vitesse de cette convergence).

Choisir la plus petite valeur de e fournit la meilleure approximation. Ici on choisit donc
e=10"8,

Le test d’égalité entre flottants n’est pas pertinent en Python puisque la précision est finie
(et que x* n’est peut-étre pas représentable en flottant). Il n’est donc pas pertinent de
modifier le code de la fonction Newt.

Si un tel ng n’existe pas, le programme ne terminera pas : la boucle while sera infinie.

On modifie la fonction précédente en ajoutant un compteur d’itérations permettant de ne
réaliser qu’au plus nder itérations de la boucle while.

def Newt(F,G,u0,e,nder):

u0

n=20

while abs(F(u)) >= e and n <= nder:
u —= F(u)/G(u)

n +=1

u =

if n <= nder:
return u
else:
return False
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11.

12.

D’aprés le tableau de variations et la représentation de x5, le temps t est 'unique solution
In10
t* de I'équation z5(t) = 70 , donc de I’équation xo(t) — 70 = 0, sur [9, —l—oo{

Appliquée a la fonction F' : t — x2(t) — 70, la méthode de Newton permet de calculer une

approximation de tg (en choisissant une initialisation adéquate afin de ne pas converger
In10 )

vers ’autre solution, inférieure a

Remarquons que G1 est la dérivée de la fonction F1. On applique donc la méthode
de Newton a la fonction F1 (telle que prescrit a la question précédente) en choisissant
deux valeurs distinctes de ug. L’une fournit une valeur approchée d’une solution de

F1(z) = 0 supérieure a

, Pautre inférieure a

In10 .
5 400 | nous intéresse, on en conclut que

. Puisque cette équation admet

deux solutions, dont seule sur 'intervalle

2.7725887222252261 est une approximation de tg. L’autre valeur est une approximation

In10
de la solution sur {0119’ +o0 [ Cette différence est due a linitialisation (i.e. la valeur

de ug), comme indiqué par ’énoncé.
0/ q 1%

Filtre de Kalman

. Soit n € N*. Remarquons que pour tout ¢ € [1,n], z;+1 = z; = xo.

Pour tout i € [1,7n], &; suit la loi normale A'(0,02) donc y; = hTx+¢; suit la loi normale
N (hTxg,0?) puisque hTzg est un réel déterministe (i.e. non aléatoire). Puisque les vari-
ables aléatoires (€;)1<i<n sont indépendantes, les variables (y;)1<i<n le sont aussi. Ainsi la
moyenne empirique ¥, est une combinaison linéaire de variables aléatoires indépendantes
suivant des lois normales, elle suit donc une loi normale d’espérance :

I I 1 «
E(yn) = E ZE(%) S ﬁ Ztho = tho
i=1 i=1

et de variance (par indépendance) :

n

1 1, o?
EZV(%):E;U =

i=1

V (Un) =

. Le résultat demandé est (a4 une inégalité stricte prés) la loi faible des grands nombres

appliquée aux variables aléatoires (Y, )nen+. On se propose de redémontrer ici le résultat.

Soit n € N* et soit & > 0. Puisque la variable aléatoire 7,, admet une variance (et donc
une espérance), on peut appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

_ _ V (YUn
P (7~ B )| > ) < L0
c’est-a-dire :
_ T 02
P(‘yn_h CCO‘ 25) <n752

Puisque Hng— hTﬂ?o‘ > 5] C H%— tho‘ > 5], il vient que :
0 SIP)(|y7"_th‘0| > 5) <HD(|y7n_th0’ = 6) < 52

2

Puisque lim — =0, on en déduit par le théoréme d’encadrement de limites que :
n—+oo nd2

¥0 >0, lim P ([gn—h"z0| >0) =0.

. Soit w € R2. Vérifions que =+ w est un vecteur gaussien de moyenne x+ w et de matrice

de covariance Y .

e La matrice Y est symétrique et pour tout v € R?, v 3" v > 0 par définition,

e Soit v € R2. Puisque vTw est un réel déterministe et puisque vz suit la
loi normale N (v”p,v" Y v), alors v*(z + w) = vz + vTw suit la loi normale

N (0T p+vTw, ol Y v) = N (07 (p+ w), vT 3 v).

On en déduit le résultat attendu.

. Soient w € R? et z une variable aléatoire suivant la loi N'(0,0?).

L . 0 . .
Vérifions que zw est un vecteur gaussien de moyenne ( et de matrice de covariance

0

0'2wa.

. s T T
e La matrice o2ww” est symétrique car (02wa) = o2 (wT) w? = o?wwT. De

plus, pour tout v € R%, on a :

W owwv = o (v"w) (vw”) = o (vw”)" (vwT) = o* low”|* > 0.

e Soit v € R2. Remarquons que v’ 8) = 0. Montrons alors que v” zw suit la loi

normale N (0, v7o?ww?v),
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Remarquons de plus que puisque z est & valeurs réelles, v”

2w = (va) z. Puisque
vTw est un scalaire qu’on notera A, v7 zw est une variable aléatoire de la forme Az ;

elle suit donc une loi normale. Déterminons les paramétres de cette loi :

E (v zw) = AE(z) =0 et V (v"2w) = N V(Z) = (va)2 o2

T

Puisque v* w est un scalaire, sa transposée aussi et ainsi :

(0"w)? = (v"w) (VTw)" = vTww v,

T T .2 T

On en déduit bien que v’ zw suit la loi normale A (0, v” o2ww’v)

0) et de matrice

On a donc bien prouvé que zw est une vecteur gaussien de moyenne (0

de covariance o2wwT.

. Soit M € Mz o(R). Montrons que Mz est un vecteur gaussien de moyenne Mx et de
matrice de covariance M Y M7,

e La matrice M > M7 est symétrique puisque Y lest :

(MZMT)T = (MT)TXT:MT - My M7

De plus, pour tout v € R%, on a w = MTv € R? et ainsi :

’UTMZMTU = (MTU)TZ (MTU) = wTZw >0
puisque Y est une matrice de covariance d’un vecteur gaussien.

e Soit v € R?. Déterminons la loi de v7 Mz. Remarquons que w = M7 v est un vecteur
déterministe de R%. Ainsi par définition de z, on sait que w”z = vT Mz suit la loi

normale N (w”' i, w” Y w() = N (o7 (Mp) o7 (MY M) v).

On en déduit que Mx est un vecteur gaussien de moyenne My et de matrice de covariance
M> MT.

. Montrons le résultat par récurrence sur ¢ € N. L’initialisation est triviale. Soit i € N.

Supposons que z; est un vecteur gaussien de moyenne p; = F'uo+ >, F/gu;,—1_j et de
§=0

matrice de covariance 3, = F' 3" (FT)".

D’aprés la question 5, Fz; est un vecteur gaussien de moyenne Fu; et de matrice de
covariance F' >, FT.

D’apres la question 3, z;+1 = F'z; + gu; est un vecteur gaussien de moyenne F'u; + gu; et
de matrice de covariance F'y_, FT = Fit1 3™, (FT)ZH. Puisque :
i—1

Fui + gu; = F'™* g + gu; + Z Fitlgu; o_;
i=0

=F" o+ FOqu; + Z Figu;_;

j=1
| (i+)-1
=F"* o+ Z FIguiv1y—1-js
§=0

la propriété est héréditaire, ce qui conclut la récurrence.

. Puisque Zg est un vecteur déterministe, xy — Ty est un vecteur gaussien de moyenne

po — Zo = Ogz et de matrice de covariance )y, d’aprés la question 3.

. Pour tout : € N, on a :

Tiy1 — Tip1 = Fag + gu; — piv1 — (Yisr — W i) ki
= Fx; + gu; — FT; — gu; — (W i1 + ei41 — KT FZ; — BT guy) kig
=F(zi — %) — kipth" F (z; — 73) — giy1kin

= (Iy — kip1h") F (z; — &) — ei1kis1.

. Soit ; un réel quelconque. Rappelons que @; est une matrice symétrique.

1 1 T
o (ki+1 - FQiFTh> (ki+1 — FQiFTh>
(o7} Q;
1 1
=q (km — QFQiFTh) (kﬂl — ahTFQiFT>

1 1 1
kip hTFQFT — — ki  FQ;FTh + QFQiFThhTFQiFT)
(67 (o'

Q;

T
= (kiJrlkiJrl -

1
= aikiy1kl — kip1h" FQ,FT — ki1 FQ;F h + ;FQiFThhTFQiFT
Ainsi :
1 1 T 1
a; (ki+1 - FQiFTh) (ki+1 - FQiFTh) + FQ;FT — —FQ;FThh"FQ;F"
(673 (07 (673

= aikit1kly — kith"FQiFT — ki1 FQ;FTh+ FQ.F".
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10.

11.

Or:

Qit1 = (I — kig1h") FQ;F" (I — hk}\ ) + 0”kia k),
=FQ;F" — ki1 h"FQ;F" — FQ;FThk], | + kiy1 K" FQiFThk] | + 0®kip1kiy
N————
€R
= (0> +h"FQ;F"h) kiy1k}, | — ki1 h" FQ;FT — FQ;F"hk], | + FQ,F".
On trouve I’égalité recherchée en posant a; = o> + hTFQ;FTh.

On sait que 02 > 0 par hypothése. Puisque Q; est une matrice de covariance d’un vecteur
gaussien et puisque FTh € R%, on a :

W' FQ:F"h = (F'h) Q; (FTh) > 0.
On en déduit donc que a; > 0.

Pour tout v € R?, on a :

UTQZ‘_HU = Oy

1 T
(ki+1 — aFQlFTh) v

1
+oT (FQiFT - FQiFThhTFQ,»FT> v
Q;
1
> o7 <FQ1-FT — FQZ-FThhTFQiFT> v.
Q;

1
On remarque que I'inégalité précédente est une égalité lorsque k;y1 = — FQ;FTh. Pour
Qg

cette valeur de k;y1, la quantité vTQZ-Hv est donc minimale pour tout v € R%. Re-
marquons qu’il n’y a pas d’autre valeur de k;y; pour laquelle la quantité v7Q; v est
minimale pour tout v € R? :

2

T
1
Yu € RQ, (67 (]4}1‘+1 — aFQLFTh> vl =0

T
1
= Yov e RQ, (ki+1 — FQlFTh) v=20
&%)
1
= kiy1 — ;FQiFTh =0,

la, derniére implication étant vraie car le seul vecteur orthogonal & tout vecteur de R? est
le vecteur nul.

12. La matrice F étant inversible, elle est de rang 2, donc F7 aussi, i.e. FT est inversible.

13.

14.

Puisque F' est diagonalisable, il existe une matrice inversible P € M3 2(R) et deux com-
plexes A1 et Ay de module strictement inférieur & 1 tel que :

(0N
F_P<O A2)13 .

On trouve alors que :
FT_ (PT)—l A 0 pr
0 X ‘

La matrice F7 est donc diagonalisable et ses valeurs propres (identiques & celles de F')
sont des valeurs propres de module strictement inférieur ou égal a 1.

Pour tout ¢ € N, on a, d’aprés la question 9 :

FQ,FThhTFQ,FT
o2 + KTFQ,FTh

1
Qiy1 = FQ;F" — —FQ;F"hh" FQ,F" = FQ,F" —
Q;

Ainsi, en multipliant par F~~! a gauche (i.e. i+ 1 fois par F~') et par (FT) )

gauche (i.e. ¢ + 1 fois par (FT)fl), on trouve :

Riy1=F7'Qiy (FT)ﬂ;l
FiQFThhFQ, (FT)™
o2+ WTFQ,FTh
F=iQ,FThhT FQ, (FT)™"
o2 + lTFQ;FTh

= FQ, (FT)‘i _

:Ri_

a. Soit v € R2. Pour tout ¢ € N, posons u; = v R;v € R. D’aprés la question précédente

WTF=iQ FThTFQ; (FT) ' v
0% + NTFQFTh

Vi€N, Uiyl = Uj —

[ rac ey

< Ui
Qg

La suite (u;);en est donc décroissante, donc majorée par ug. De plus, puisque Q; est
une matrice de covariance d’'un vecteur gaussien :

u =" FQ, (FT) o= () ) @i ((FT) o) 20

La suite (u;);en est donc minorée par 0. La suite (UTRiv) N est donc bornée.

i€
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b. Soient v et w deux vecteurs de R%2. Remarquons que w?’ R;v € R et ainsi que

wT Ryv = vT R;w. Ainsi :
Vi € R, (v+w) Ri(v+w) = vT Ryw + vT Ryw + w” Ryv + w' Ryw
= UTRiw + 211TRiw + wTRiw.

On en déduit une égalité qui n’est pas sans rappeler une égalité de polarisation :
1
Vi e R?, T Ryw = 3 [(v +w)T Ri(v +w) — vT Ryw — wTRiw] )

D’aprés la question précédente, la suite (UTRiw)i en s’écrit comme combinaison linéaire

de trois suites bornées, elle est donc elle-méme bornée.

15. Supposons que vy et vy sont des vecteurs propres de F7 associés aux valeurs propres
complexes A1 et Aa. On a alors :

) i i T i
Vi € N, U{Qﬂ)g = ’U,lTF’LRi (FT) Vg = ((FT) ’Ul) Rl ((FT) ’UQ) .
On montre facilement par récurrence que :
Vi € N, (FT)ivl = /\ivl et (FT)ivg = )\évg.

Ainsi : - ' 4
Vi e N, vf Qiuz = (Av1) " R (Myv2) = (A1 X2)" v Riva.

16. Soit v € R2. Puisque F7 est diagonalisable, il existe une base (vi,vy) de C? formée de
vecteurs propres de F7. Ainsi, il existe (x,y) € R? tel que v = zv; + yvs.

VieN, vTQuv = (zv + yvg)TQi(xvl + yvg)
= $2U1TQ1'U1 + $yU1TQiU2 + wyvaQﬂh + y%zTQz‘vz

= 2?2207 Rivy + 22y (A A2) vl Rivg 4+ y? 230! Rovs.

Puisque [A1] < 1 et |[Az] < 1 les suites ()\%i)ieN, (/\i)\é)ieN et ()\gi)ieN converge vers 0.
Puisque tous les termes de la suite (v Q;v);ey s’écrivent comme une somme d’un pro-
duit d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0, la suite (v’ Q;v);en converge
elle-méme vers 0.

17. Puisque pour tout ¢ € N, x; — Z; est un vecteur gaussien de moyenne et de matrice

0
)
de covariance @Q;, alors, pour tout v € R?, T (z; — ;) suit la loi normale A/ (0, vTin).
On peut donc appliquer I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

Ty,
Ve > 0, ]P’(|”UT(:CZ'*@)‘ >e) < v ;22“)

En utilisant la question précédente, on trouve que :

Ve >0, lim P(|v” (z; — %) =€) =0.

li
1—400

On dit alors que la suite (vT (z; — @))ieN converge vers () pour tout v € R?. En choisis-

1 ~ .
sant v = (0) etv= ((1)>, on trouve les coordonnées de x; — T; convergent en probabilité

vers 0.



