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1 Calcul d’une espérance de vie

1.

On reconnait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 avec condition initiale. La
solution est donnée par la fonction z : t — zge~** = 1300e~.

t
. a. Pour tout t > 0, ﬁ =e o,
20
—2(t
On en déduit que pour tout t > 0, F(t) =1 —e * = 2072(). La quantité F(¢)
20

représente donc la proportion d’individus jusqu’a l'instant ¢.

b. La fonction F est la restriction & R de la fonction de répartition de la loi exponentielle
de paramétre «, par ailleurs nulle sur R™. Si une variable aléatoire X suit une telle

loi, alors :

1
Vi>0, F(t)=P(X <t)et E(X) = -

D’aprés linterprétation ci-dessus, I'espérance de vie de la cohorte existe donc et est
égale a l'espérance d’une variable aléatoire égale & la durée de vie d’un individu de la

1
cohorte, c’est-a-dire égale a —.
a

. a. La quantité z(t) — z(t + A;) correspond au nombre d’individus morts entre les instants

tett+At

z(ti) — 2(tit1)
20
comme une probabilité, on peut interpréter la quantité

b. En interprétant la proportion de décés entre les instants t; et ;11

+oo
> ti (2(ti) — 2(tit1))

=0
En, =

20

comme l'espérance d’une variable aléatoire Y égale au dernier instant ¢; avant le déces
d’un individu de la cohorte.

c. Calculons les deux intégrales

+oo d +oo +o0 d “+oo
/ Pt dt:/ —zpate "t dt et / —Zdtz/ —zpae— Ot dt

“+o0
Puisque / ate”™ %t dt est lespérance de la loi exponentielle de paramétre o,
0

teo dz 20 Hoeo
Iintégrale / ta dt converge et vaut ——. Puisque / ae” ' dt est l'intégrale
0 o 0

d’une densité de la loi exponentielle de paramétre « sur son support, l'intégrale

—+oo

z .

/ I dt converge et vaut —zp. On en déduit que :
0

. 1
lim Ea, = —.
A¢—0 (0%

!
Puisque @ = —— et puisque z est sans dimension, a est homogéne & 'inverse d’un
z

1
temps et donc — est homogéne & 'inverse d’un temps. D’aprés ce qui précéde, on
@

peut interpréter — comme ’espérance de vie de la cohorte. En choisissant A; = 1, la
e
quantité z(¢;) — z(t;41) correspond au nombre de décés en une année (entre les instants
t; et t;y1). D’aprés ce qui préceéde, Ea, est une bonne approximation de — donc de
o

I’espérance de vie de la cohorte fictive.

Modéle de Bernoulli

1. a. On peut considérer que le taux de mortalité hors variole peut varier au cours au fil des

années, pour des raisons diverses : autres épidémies que la variole, guerres, catastrophes
naturelles, etc.

dx
. Puisque z(t) désigne le nombre de survivants a l'instant ¢, la quantité —(¢) = /()

dt

désigne la variation instantanée de survivants a cet instant, et ainsi _E(t) désigne la

variation instantanée de morts a l'instant ¢.

Puisque ¢ désigne le taux d’individus morts de la variole et S désigne le nombre
d’invidus susceptibles, ¢S désigne le nombre d’individus morts de la variole.

Puisque :
dx dR dS
E—E“r&—bS—aR—(Q-Fb-FC)S——a(R—l—S)—CS——al‘—CS.

On en déduit que :

. Faire le choix d’étudier une cohorte fictive non atteinte par la variole revient & poser

z=95,b=c=0et R=0. Ainsi z vérifie ’équation différentielle :

%*fazfl d—ercS z
dt z \ dt '
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2. a. Par dérivation d’un quotient et le calcul de la question 1.b, il vient que :

, xS—xz8" & xS —axr—cS ¢S(a+b+¢)S
~— e s ¢ s T g~ brdime

La fonction ¢ est donc solution de I’équation ' = (b+ ¢)q — c.

q

b. Puisque I’équation différentielle y’ = (b+ ¢)q — ¢ est une équation différentielle linéaire
a coefficients constants, il existe K € R tel que :

¢ 1
VE>0, q(t) = Ke®t9t 4+ S — Ke % 4
» q(t) = Ke tyr e Kestg
. x(0) . . - . .
Puisque ¢(0) = % =1 (on fait ’hypothése qu’aucun bébé ne nait avec la variole),
1 7
on trouve que K + 3= 1,ie. K= 3 Ainsi :
7T _+ 1
VE>0, g(t) = e~ % 4 -
q(t) = ge™F + ¢
3. a. Remarquons que z ne s’annule pas sur R;. Puisque H = In (E), alors :
x
Zr — za Z ,
H/: .’L‘2 :;x_z:m/—’—cs_x/zcgzg.
z x x T q
x
dH 1 8 1 1
Ainsi: VE >0, —(t) = — T =3 t-
dt 641 + Tes 81+ Tes
li
b. L’égalité (7) est équivalente & (InG) = H' = <E> . En intégrant entre 0 et un instant
x

t > 0, on trouve que In(G(t)) — In(G(0)) = %(t) — %(0)7 ie. :

n () = s (5) = (1 i7>

puisque G(0) =1 et z(0) = z(0).

0]
99
ool

Yt >0, z(t)

= x(t).
14 7es ®)

. . e . . . 199

4. En inoculant la variole aux individus de la premiére cohorte fictive, une proportion ——

survivrait des suites de I'inoculation de la variole. Puisque les causes de mortalité de la
seconde cohorte fictive sont que de la variole et les mémes causes que celle de la premiére,

on trouve que y = %z

5. En s’inspirant de la question 3 de la partie 1 et en fixant A; = 1, la quantité :

St —yti)) S () — 2(t4)
=0 =X =0

Yo 20

permet d’approcher ’espérance de vie de la seconde cohorte fictive.

Estimation de la fonction a

. Il suffit d’ouvrir le fichier, lire successivement les deux premiéres lignes, fermer le fichier
et renvoyer la liste des deux chaines de caractéres représentant les deux lignes extraites.

def extraction_ch(Q):
f = open("data.txt", "r")
chainel = f.readline()
chaine2 = f.readline()
f.close()

return [chainel, chaine2]

b. On lit chaque caractére de la liste. Tant que ce n’est pas un espace, le caractére
correspond correspond & 1'une des décimales d’un nombre en cours de lecture. Si on
lit un espace, la lecture du nombre est terminée, on convertir la chaine de caractéres
représentant le nombre en flottant. On n’oubliera pas de traiter séparément le dernier
nombre puisque la chaine de caractére ne termine pas par un espace.

def ch_vers_list(ch):

L =11
n = len(ch)
sh = ""
for k in range(®, n):
if ch[k] !'= " "
sh = sh+ch[k]
else:
L.append(float(sh))
sh = ""
L.append(float(sh))
return L
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. On propose ici une solution élégante renvoyant la liste des quotients en la définissant 3. a. On utilise la fonction argmin? :

par compréhension.

def division(L1,L2):
if len(L1) != len(L2):
return False
else:
return [L1[k]/L2[k] for k in range(len(L1))]

. On commence par extraire les deux lignes du fichier qu’on stocke dans deux chaines
de caractéres (ch_morts et ch_vivants), qu’on convertit ensuite en deux listes de
nombres. On construit enfin la Lnorm & partir de ces deux listes.

[ch_morts, ch_vivants] = extraction_ch()
morts = ch_vers_list(ch_morts)
vivants = ch_vers_list(vivants)
Lnorm = division(morts,vivants)

(i) La quantité M (a, 3) correspond graphiquement a la somme des distances au car-
rés de chacun des points du nuage (¢, gt)te[[O,SS]] aux points de méme abscisse
situés sur la droite d’équation y = at + 5.

Minimiser M revient donc a déterminer la droite de régression linéaire par la
méthode des moindres carrés.

(ii) La quantité M (X, pu,7) correspond graphiquement a la somme des distances au
carrés de chacun des points du nuage (¢, €t)te[[0783]] aux points de méme abscisse
situés sur la courbe d’équation y = Ae™#t + 7.

Minimiser M revient déterminer, parmi les courbes d’équation y = e Ht + ~,
celle (si elle est unique, ce qui n’est a priori pas garanti) qui approche le mieux
le nuage de points (¢, Zt)te[[(),SS]] par la méthode des moindres carrés.

. Puisque g > 0, on remarque que sous ’hypotheése de validité du modéle exponentielle :

lim Xe M4y =~.

t—+oo

Par lecture graphique de la figure 1, on peut choisir vy = 0,01.

En évaluant en t = 0, on trouve graphiquement que Ae %% 4~ = 0,28. On peut donc
choisir A\g = 0, 27.

. La fonction M_mu est la fonction pu — M (No, 1, 70)-

. Le tracé de la fonction M mu montre que cette fonction atteint un minimum en ap-

proximativement 0, 7. Puisque la valeur théorique de i est obtenue en minimisant M,
on propose alors g =0, 7.

def argmin3(f,x,y,z):
meilleur_xy = argmin2(f,x,y)
return argmin2(f,meilleur_xy, z)

b. On suit l'algorithme tel que décrit dans I’énoncé:

def minimum(f, A, B, eps):

g =A

d =B

while d — g > eps:
# calculs de xg et xd
x9g = g + (d—9g)/3
xd =d— (dg)/3
# calcul de g et d
if f(xg) < f(xd):

d = xd

elif f(xg) > f(xd):
g = Xg

else:

g, d = xg, xd
return argmin3(f, g, d, (g+d)/2)

4. a. blabla

def test_croissant(L):
n = len(L)
for k in range(n—1):
if L[k] > L[k+1]:
return False
return True

. Il suffit de construire une liste de valeurs de la fonction M_mu sur un échantillon de

I'intervalle [0, 8; 3] puis de tester si les valeurs de cette liste sont rangées dans l'ordre
croissant.

. Aprés avoir vérifie que la fonction M_mu est bien croissante sur [0,8;3], on réalise

Iinstruction minimum (M_mu, O, 0,8, 0.01) renvoyant une approximation a 0.005
prés de la valeur exacte du minimum de la fonction M_mu, appartenant & l'intervalle
[0; 0, 8].
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d. Puisque la fonction p — M (Mg, 1t,70) est presque nul en pg, le modéle exponentiel
¢, = de™H 4 ~ semble particuliérement adapté.
Puisque la liste Lnorm contient les rapports annuels du nombre d’individus morts d’une
maladie autre que la variole sur le nombre d’individus vivants la méme année, le rapport
a l'instant ¢ est selon le modéle de Bernoulli la quantité

a(t)S(t) + aR(t)

“="Swrry W

Puisque le modéle exponentiel semble adapté pour modéliser a(t) en fonction de
I'instant ¢, 'hypothése “a constant” n’est pas vraisemblable.

Modéle individu-centré

1. Puisqu’a linstant n = 0, lindividu est supposé susceptible, P(Xo = S) = 1 et
P(Xo=R) =P(Xo=D) =0 et ainsi :

Zy =

O O =

Puisque ([Xo = S],[Xo = R],[Xo = DJ]) forme un systéme complet d’événements, la
formule des probabilités totales assure que :

P(X1=8)= >  P(Xo=2)Px—z(X1=15)=Prx,—5(X1 =9
Ze{S,R,D}
Puisque :

]P’[ons] (Xl = S) = 1_P[X0:S] (X1 = R)—]P’[ons] (Xl = D) = 1—(a—|—c)—b = 1—(a—|—b—|—c),

on trouve que : P(X; =85)=1—(a+b+¢)

Par le méme raisonnement, on trouve que : P(X; = R) = bP(Xo = S) = b+ c et
P(X;=D)=(a+c)P(Xg=S5)=a+c On en déduit que :

1—(a+b+¢)
1= b
a-+c

2. a. Montrons le résultat par récurrence sur n € N,
Remarquons que QZy = Z;. La propriété est donc initialisée.

Soit n € N. Supposons que Z,, = Q"Zy. En appliquant la formule des probabilités
totales avec le systéme complet d’événements ([X,, = S],[X,, = R],[X, = D]), on
trouve de la méme maniére qu’a la question précédente :

IP)(XnJrl = S) = P(Xn = S) IP)[Xn:S] (Xn+1 = S)
=1—-(a+b+0)P(X,=195)

P(Xni1 = R) = P(Xn = ) Px, =5 (Xnt1 = R) + P(X,, = R) Px,,—r)(Xnt1 = R)
=bP(X,, =5)+ (1 —a)P(Xn, = R)

P(Xp11=D)=(a+c)P(X, =S5)+aP(X, =R)+P(X, = D).

On en déduit que Z, 1 = QZ, = Q"' Zy. La propriété est donc héréditaire.
On en déduit donc que, pour tout n € N, Z, = Q" Z,.

. La matrice ) étant triangulaire inférieure, on peut lire son spectre sur sa diagonale :

@ admet donc pour valeurs propres 1, 1 —a et 1 — (a + b+ ¢). Sous les hypothéses
raisonnables @ > 0, b > 0, ¢ > 0 et a +b+ ¢ > 0 (car sinon tout individu serait
contaminé par la variole ou mourrait de la variole) et en posant Ay =1 — (a+b+c¢) et
A =1—a,on abien 0 < \; < Xy < 1.

x
Soit X = |y | € M31(R).
z

(I-(a+b+c)z=0
(A-Ij))X =0 br—ay=0
(a+c)x+ay=0

Sr=y=0

Ainsi : Ker(A—1I3)=Vect | [0
1

€r =

y=-—z

(A-(1—-a)l5) X =0 bz =0
(a+c)x+ay+az=0

—(b+c)x=0
A

0
Ainsi : Ker(A — (1 —a)I5) = Vect -1
1
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Enfin : La propriété est initialisée car :
br+ (b+c)y=20
(A—(l—(a+b+c)13)X=O<:>{( Jr() Jr)er( Fhto) 0 )\(1) 0 0
atc)r+a a )z =
4 Plo A 0| P % =PLP ' Z =17 = Z.
b+c 0 0 1
T =— Y
< . —w—i-a _ac+bc+62 _c
T atbre VT batrbro’ Y Y000
Soitn € Ntelque Z, =P [ 0 Ay 0] P 1Z,.
—b—c 0 0 1
Ainsi : Ker(A — (1 —a)I3) = Vect b
¢
c. Puisque @ € M3(R) admet trois valeurs propres distinctes, @) est diagonalisable et,
M 000 ~b—c 0 0 Avo 00N A 00y
d’aprés les calculs précédents, Q = P| 0 Xy O] P lou P = b -1 0 =P[0 X O0O)PPLO A 0P "Z
0o 0 1 ¢ 1 1 0 0 1 0 0 1
(la matrice P est inversible en tant que matrice de passage). At 0 0
x u =P 0 XX*oo|P'Z.
Soit X =[y|letY=10v]. 0 0 1
z w
(—b— )z =u La propriété est donc héréditaire.
PX=Y&{br—y=v AT 000
cx+y+z=w On en déduit que, pour tout n €N, Z, =P | 0 I 0| P~ 1Z,.
0 0 1
_ 1
b?,LC e. Puisque —1 < A\; <let -1 <Ay <1, EIAI-I A =0et hr—? A3 = 0. On en déduit
4 b+c que lim P(X,=95)=0, lim P(X,=R)=0et lim P(X,=D)=1.
c n—+00 n—+00 n—+o0
= U+ —u+v+w
b+c b+ec On interpréte ce résultat de la maniére suivante : I'individu étudié finit par mourir.
1
T +c
= — b U — L’ évé A da:
y=-3 s 3. a. L’événement A,, correspond a :
z=u+v+uw
1 00 A, =[X,=D]N[Xn41 = D]
" bc — _ — —
On en dsctit ane - = 1 o). = (X = 8]V X, = R Xy = D
1 1 1 = ([Xn = 51N [Xn41 = D) U ([Xn = RN [Xy 41 = D))

d. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.
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Puisque cette réunion est disjointe, on trouve que :

P(An) = ]P)(Xn =S5, Xn+1 = D) + P(Xn =R, Xn—H = D)
=PX,=95PXnt1=D|X,=95)+P(X, =R)P(Xp+1 =D | X,, =R)

AT bAD
:(a+c))\1+a#
_(a+c)(b+c)—ab,, ab
B b+c Al+b—|—c)\2
_clat+b+c),  ab .
= hre T

b. Soit N € N. En reconnaissant une somme partielle de série géométrique dérivée de
raison p donc convergente (car p €] — 1,1[), on trouve que

N N 1

n n—1

E np - =p E np — PX /.
"0 ot N—+oo (1 — p)2

Ainsi ¥ est bien défini et ¥ = %
(p—1)
c. Remarquons que [T = n| = A,, pour tout n € N.
) b
Etudions la série Y nP(T = n) = > ¢ nAy. Puisque A2 = 1 —a €]0,1], la
neN nen b+c
question précédente assure que la série > nP(T = n) converge (absolument) donc T'
neN

admet une espérance par linéarité, égale a :

ab ab A2 b(l—a
g = T = )\71 = == .
E(T) b+c;” 2 T brce(ha—12 albto)
d. On trouve que £ ~ 27,125. L’espérance de vie calculée dans ce modéle est proche de
I'espérance de vie réelle. L’hypothése “a constant” semble donc vraisemblable dans le
modéle individu-centré.



