Concours G2E SESSION 2020

MATHEMATIQUES

Durée : 4 heures. Calculatrices interdites.

PROBLEME 1

Ce premier probleme est relatif & ’étude de variables aléatoires réelles qui suivent une loi en lien avec
les lois géométriques, binomiales et normales.

Dans la partie A, on étudie deux premieres variables aléatoires réelles. Cette étude, généralisée en partie
B, permet de montrer que les variables aléatoires étudiées suivent toutes la méme loi. Enfin, en partie C, on
établit des liens entre cette loi, la loi binomiale et la loi normale.

Ces trois parties ne sont pas indépendantes.

Dans tout le probleme k désigne une entier naturel, n un entier naturel non nul et p un réel appartenant
a |0, 1[. On note enfin ¢ =1 — p.

Partie A : Autour de la loi géométrique

Une équipe de géologues travaille en zone sismique et installe un sismomeétre au sommet d’un volcan.
Chaque jour, si ce sismometre détecte une onde sismique, ce dernier envoie une alerte par satellite a un
camp de base situé au pied du volcan.

On note X7 la variable aléatoire réelle correspondant au nombre de jours sans alerte avant une premiere
alerte, par exemple si cette premiere alerte survient au troisiéme jour apres l'installation du sismometre
alors X7 prend la valeur 2.

On admet que ce sismometre envoie au plus une alerte par jour, et que la probabilité que survienne une
alerte est constante et égale a p, indépendante des résultats obtenus les jours précédents.

1. (a) Déterminer ’ensemble des valeurs prises par X; noté X;(€2), et pour tout k € X;(f2), calculer

P(X1=k).
(b) En déduire que 1 + X suit la loi géométrique de parametre p ce qu'on notera dorénavant
X1 =G '(p).

2. Ce sismometre étant extrémement sensible, les géologues décident de mener des analyses complé-
mentaires & partir d’'une seconde alerte. Aussi on note X la variable aléatoire réelle correspondant
au nombre de jours sans alerte avant cette seconde alerte, depuis 'installation du sismometre. Par
exemple, si une premiere alerte survient au troisiecme jour apres I'installation de ce sismometre et une
seconde au septieme jour alors Xo prend la valeur 5.

(a) Pour tout (j,k) € N2, calculer P(Xy = k| X1 = 7).
(b) En déduire que :
VkeN, P(X;=k)=(k+1)¢"p?

Partie B : Généralisation de la situation précédente

On généralise I’étude précédente et pour tout n € N*, on note X, la variable aléatoire réelle correspondant
au nombre de jours sans alerte avant une n-iéme alerte.

1. (a) Démontrer par récurrence sur k € N que :

ke, <n;|€—k> :Z<n+§_1>'

J=0
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(b) Démontrer par récurrence sur n € N* que :

—1
VkeN, P(X,=k) = <n+Z )qkp”.

On le notera dorénavant X,, — B~1(n,p).

2. Soit (X Y)) elin] une famille de n variables aléatoires réelles mutuellement indépendantes telle que :
% n

Vi € [1,n], X{i) — Qil(p).

On cherche a démontrer par récurrence sur n que :

n

S X7 = B (n,p).

i=1
(a) Vérifier que le résultat est vrai pour n = 1 et apres avoir posé 'hypothése de récurrence, justifier
que Y p_; ka) et X{nﬂ) sont indépendantes.
(b) Conclure.

(c) Si X, et X,,, (avec m € N*) sont deux variables aléatoires réelles indépendantes telles que
X, = B7Y(n,p) et X,, = B~1(m,p), que dire (sans démonstration) de X,, + X, ?

Partie C : Une loi binomiale et une loi normale

1. Pour tout m € N*, on note Y,, la variable aléatoire réelle correspondant au nombre de jours avec
alerte pendant les m premiers jours.

(a) Justifier que Y4k suit une loi binomiale dont on précisera les parameétres.
(b) Démontrer que les événements (X,, > k) et (Y11 < n) sont égaux.

2. Soient (a,b) € R? tel que a < b et Z, une variable aléatoire réelle suivant une loi normale de
parameétres la moyenne de X, et la variance de X,.

(a) Justifier que :

Zn<—>./\/(nq,ng>
b p

(b) Enoncer précisément le théoréme de la limite centrale et en déduire que les deux suites ci-dessous
convergent vers une méme limite ¢ qu’on donnera sous forme d’une intégrale qu’on ne cherchera
pas a calculer :

Xn _ g Zn _ 4
P(a<nqp<b) , P(a< nﬁp<b)
pVn neN* pvn neN~
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PROBLEME 2

L’objectif de ce second probléme est I’étude de deux populations en interaction.

Apres avoir démontré deux résultats préliminaires en partie A, on étudie un systéme différentiel qui
modélise ’évolution de ces deux populations en partie B. Cette étude est poursuivie en partie C ou on
applique les méthodes de l'algebre linéaire pour se consacrer a un modele discret dont on montrera les

limites.
Les trois parties sont largement indépendantes.
Dans tout le probléme, a, b, c et d désignent quatre réels strictement positifs. Si F et F' sont des ensembles

alors on note F(E, F) 'ensemble des fonctions de E dans F'.

Partie A : Résultats préliminaires

1. (a) Démontrer que In(z) — 2 + 1 < 0 pour tout = € R.

(b) En déduire que :
V(x,y) € (R%)? a(ln <y>_y+]><d<_1 (c:c)+cx_])
'Y +/) n .

2. On considere ’ensemble ci-dessous :

_J [T T 3
5—{(3}2 xo), (l’o,l’l,l'Q)ER }

(a) Démontrer que £ est un sous-espace vectoriel de Ms(C).

(b) Déterminer une base de £. Quelle est la dimension de €7

3. Soient (wg,z1,72) € R® et A = (xo a:1>.
T2 X0

(a) Démontrer que si xjx2 > 0 alors A est diagonalisable dans M2 (R). Est-elle diagonalisable dans

Msy(C)?

(b) Démontrer que si z1ze < 0 alors A n’est pas diagonalisable dans Ms(R) mais qu’elle I'est dans

M;(C).
(c) Etudier la diagonalisabilité de A dans Ms(R) et dans My (C) lorsque zjz9 = 0.

Partie B : Un systéme différentiel

On consideére le systeme différentiel (.#7) ci-dessous ou x désigne 'effectif d’une population de bactéries
en fonction du temps t € Ry et y effectif d’'une population de protozoaires en fonction de ¢ € R. Enfin,

(7o, Y0) € R? désigne les effectifs relevés & un instant tg € Ry :

On admet le théoréme suivant :

Vtg € Ry, Y(Zo,%0) € R?, 3(z,y) € (F(R4,R))?,  (x,y) solution de (.#7).
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1. Soient tg € R et (z0,70) € R2.

(a) Démontrer que si Zp = 0 alors (z : t — 0,y : t — goe 4t=1)) est Punique couple solution de (7).
Quel est I'unique couple solution si yg =07

(b) Pour quelles conditions initiales xy et yo les solutions sont-elles constantes (c’est-a-dire pour
lesquelles x et y sont deux fonctions constantes indépendantes du temps) ?

2. On suppose dorénavant que zg > 0 et yg > 0.

(a) A l'aide d’un raisonnement par ’absurde, démontrer que si (z,y) est solution de (.#;) alors ni x
ni y ne s’annulent.

(b) En déduire que si (x,y) est solution de (1) alors = et y sont a valeurs dans R,
3. On note ¢ € F((R*)? R) définie par :

V(z,y) € (RL)?,  ¢(z,y) = cx — dIn(z) + by — aln(y).

On admet que ¢ est de classe C! et qu’elle admet au moins un extremum.

(a) Calculer les dérivées partielles premieres de .

(b) Démontrer que ¢ admet exactement un extremum et préciser en quel point.
(c) Démontrer qu'il s’agit d’'un minimum (on utilisera la partie A).

4. Démontrer que si (x,y) est un couple solution de (.#7) alors t — @(z(t),y(t)) est une fonction
constante sur R .

Partie C : Un modéle discret

Sauf pour quelques cas particuliers, on ne sait pas résoudre (.#7).

On se propose donc d’utiliser un modele discret selon lequel z,, désigne 'effectif de cette population de
bactéries et y, celui de cette population de protozoaires en fonction de n, nombre de jours écoulés depuis
un instant initial correspondant & n = 0. On fait les hypothéses suivantes :

— A Dinstant n = 0, Veffectif des bactéries est égal & Zo.

— les bactéries se développent selon un taux journalier de natalité égal a a.

— les bactéries meurent selon un taux journalier de mortalité égal a by,,.

1. A Daide des hypotheses précédentes et en formulant précisément des hypothéses relatives aux proto-
zoaires, démonter que le couple ((y)nen, (Yn)nen) est solution du systéme ci-dessous :

o = Zo
yQ) Yo = Yo
( VneN, Tnt1 — T = (@ —byy) X zp

Yn+1 — Yn = (Cwn - d) X Yn

2. On considére dorénavant que les suites (up)nen €t (vn)nen de termes généraux u, = x, — g et
Up = Yn — ¢ sont bornées et que les quantités bu,v, et cu,v, sont négligeables.

(a) Démontrer qu'il existe A € M3(C) telle que :

Vn € N, (5:11) =A (5:) avec A = (; —1a> en posant o = % et = %

(b) A laide de la partie A, étudier la diagonalisabilité de A.

(c) Vérifier que les seules valeurs propres de A sont les nombres complexes conjugués 1 + iv/af et

1 —iy/apB.
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3. On note dorénavant I la matrice identité de Mo(C) et pe? et pe™¢ (avec p > 0 et 6 €]0, 3[) les deux
valeurs propres de A.
sin? 0

cos2 0"

b) En déduire que (A — I)2 = —sin?0 1
(b) q

cos? 0

(a) Démontrer que aff =

(¢c) Démontrer enfin, par récurrence sur n, que :

1

v N, A"= ————
me sin(0) cos™(6)

(cos(#) sin(nb)A — sin((n — 1)0)I).

4. (a) Déterminer les limites quand n tend vers +oo des suites de termes généraux sin(f) cos™(8)u,, et
sin (@) cos™(6)vy,.

(b) Les résultats obtenus vous paraissent-ils conformes aux hypotheéses du modele utilisé ?



