BCPST2 - Maths - Thierry Gaspari.

Concours Agro-Véto 2021

Correction de I’épreuve "Méthodes de calcul et raisonnement’

Partie I : modele d’évolution de Wright-Fisher

I. Etude d’un cas particulier.

1. Soit n € N.

Dans cette partie N = 1 donc X,,(2) = [0, 2] et ainsi la famille ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2])
forme un systeme complet d’événements.
On fixe j dans [0, 2].
En appliquant la formule des probabilités totales a I’événement ([X, 41 = j]) avec le systéme
complet ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2]), on obtient :

2

P(Xpi1=j) =Y P(Xn =1i) x P(Xp41 = j| X, = ).
i=0

Ces relations obtenues pour j =0, j = 1 et j = 2 s’écrivent matriciellement

P(Xps1 = 01Xy, =0) P(Xps1 =0|Xp, =1) P(Xpi1=0[X, =2)
Vg1 = MV, avec M= |P(Xnp1=1|Xp,=0) P(Xpi1=1Xp=1) P(Xps1 =1X,=2)
P(Xns1 = 2[Xp =0) P(Xps1=2|Xpn=1) P(Xpp1 =2/X, =2)

On peut expliciter M avec la formule donnée par ’énoncé :

Yi.d) € 0.2 P =il =0 = (0) (1Y (1= )

1 10
M=[0 3 0
0 3

Remarque 1 : on fera attention, dans les calculs, au terme 0° qui vaut 1.

Remarque 2 : on étudie ici une ’chaine de Markov’, donc dans la matrice M, la somme des
éléments sur une colonne doit étre égale a 1. Ceci permet de vérifier que la matrice M qui a
été obtenue est correcte.

2. On remarque qu’il y a deux vecteurs propres évidents, puisque :

1 1 0 0
MOl =10 et M0l =10
0 0 1 1
Ensuite on note que :
1 1
1
M| -2 =3 -2
1 1



1 0 1
On définit les vecteurs u; = [0 ], uo = | 0] et ug = | —2

0 1 1
La famille (u1, u, u3) est clairement libre et contient trois vecteurs de R3, donc (uq,us, ug) est
une base de R3 formée par des vecteurs propres de M.

Ainsi ’ M est diagonalisable. ‘

Plus précisément, on a

1 00 1 0 1
M=PDP tavecD=]0 1 0|etP=[0 0 —2
001 01 1

Remarque 1 : on peut évidemment obtenir la diagonalisation de M méme si on ne voit pas, en
lisant la matrice, les vecteurs propres. Pour cela on utilise la méthode classique en échelonnant
la matrice M — AI3, pour obtenir que cette matrice n’est pas de rang 3 si, et seulement si,
A€ {%, 1}. Ensuite on détermine par résolution de systémes linéaires £y = Ker(M — I3) et

1
E% = Ker(M — 5[3).

Remarque 2 : la matrice P n’est pas unique, d’autres réponses sont possibles. De méme les
coefficients diagonaux de D peuvent étre écrits dans n’importe quel ordre.

. Pour tout entier n on note P(n) la proposition : * M™ = PD"P~1.’

- Initialisation :

D’une part M? = I3. D’autre part PD°P~! = PI3P~! = I3. Donc P(0) est vraie.

- Hérédité :

Fixons n dans N et supposons P(n) vraie. On a alors :

M™M= M"M = (PD"P~Y(PDP™') = PD"I3;DP~! = pDp"*'p~t

Ainsi P(n + 1) est vraie.

- Conclusion : Le principe de récurrence permet de conclure que pour tout entier n, P(n) est
vraie. Ainsi :
VneN, M"=PD"P L.

Passons maintenant au calcul de PD™ :

10 1\ /10 0 10 5
PD"=(0 0 -2 [0 1 0]=]0 0 —5tt
01 1 OOQLn 01 &

Le calcul de P~ se fait par la méthode habituelle (miroir ou résolution de PX = Y') et ne pose
aucune difficulté. On obtient :

1 10
-1 1
0 -3 0
et enfin :
R
M"=(PD"P =0 = 0
0o i_-_1_
2 ontl

Remarque : on peut vérifier les calculs car dans la matrice M™, comme c’était le cas dans M,
la somme des éléments sur une colonne doit étre égale a 1. C’est bien vérifié ici.



4. On montre par une récurrence simple que pour tout entier n, V,, = M"™V,. Ainsi

P(X, = 0) = P(Xo = 0) + (5 ~ 5ep) P(Xo = 1)
P(X, = 1) = Q%P(Xo _ 1)
P(X, =2) = (3~ g P(Xo = 1) + P(Xo = )

— (a) On peut alors calculer E(X,,) :

| BE(X,) = P(X, = 1) + 2P(X,, = 2) = P(Xo = 1) + 2P(X, = 2) = E(Xy). |

1
— (b) Puisque |3| <1, lim =0, donc :

n—-+oo 2

1
lim _P(X, =0) = P(Xo = 0) + 5 P(Xo = 1)

n—-+o0o

lim P(X,=1)=0

n—-+oo

1
lim P(X,=2)= 5P(X0 =1)+ P(Xg =2).

n—-+o0o

Ainsi

lim P(X, €{0,2}) = P(Xo=0)+ P(Xo=1) + P(Xg = 2) = 1.

n—-+4o0o

II. Cas général.
5. — (a) Soit 7 dans [0,2N].

La somme S; est 'espérance d’une variable aléatoire de loi binomiale B(2N, ﬁ) Donc

i

=2N =
S; X 5N

i.

— (b) Soit n dans N. On va calculer E(X,1) en faisant apparaitre les termes S;, grace a la
formule des probabilités totales.

2N
E(Xny1) = ZjP(XnJrl:j)
J=0

2N 2N

= Z (]ZP(Xn = ’5>P(Xn+1 = ]|Xn = Z))
j=0 = =0
2N 2N

=y (P(Xn =i)Y jP(Xny1 = j|Xn = i))
i=0 Jj=0

2N
= Y P(X,=1)S
=0

2N
= Y iP(X, =1).
=0

L’interversion des deux sommes est possible car ce sont des sommes finies. En conclusion :

| VneN, E(X,)=E(X,). |
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— () ’ La suite (F(X,))nen est donc constante égale a E(Xj). ‘
6. — (a) Soit n € Net k € [1,2N —1].

P(Xps1 € {0,2N}Xp =k) = P(Xpp1 =0|X, = k) + P(Xpy1 = 2N|X,, = k)

B 2N — k.aN k \on
Tout d’abord, k£ > 1 donc : (%)QN > (%)2]\[.

. . 2N — k2N 1 \on
< - —k> : > (=== .
Ensuite, k < 2N — 1 donc 2N — k > 1 puis ( 5N ) > (QN)
En conclusion :
1
Vn € N,Vk € [1,2N — 1], P(X,11 € {0,2N}|X,, = k) > 2(27\[)”-

— (b) Soit n € N. En utilisant la formule des probabilités totales, puis la question (a) :

2N
Unp1 = Y P(Xp=k)x P(Xn41 € {0,2N}|X,, = k)
k=0

v

P(Xp =0) x P(Xp41 € {0,2N}|X,, = 0)

2N—-1
1
+P(X, = 2N) x P(Xp41 € {0,2N}|X,, = 2N) + z(ﬁ)” 3 P(X, = k).
k=1

D’apres I’énoncé en début de partie I,
P(Xp41€{0,2N}|X,, =0) = P(X;41 =0|X,, =0) + P(Xp41 =2N|X,,=0)=1+0=1.

P(Xp+1€4{0,2N}| X, =2N)=0+1=1.
On a donc :

Ung1 > P(X, = 0) + P(X, = 2N) + 2(%)” (1 — P(X, =0) - P(X, = 2N)).

Enfin, puisque P(X, = 0) + P(X,, = 2N) = uy,, on obtient :

1 \on
).

Un+1 > Up + 2(1 - un)(ﬁ

— (c) Soit « €]0, 1]. Remarquons que pour tout entier n, wyp+1 = (1 — @)w, + a.

Montrons par récurrence que pour tout entier n, w, € [0, 1].

. Lorsque n = 0, wy = up € [0, 1] car up est une probabilité.

. Supposons, pour n entier fixé, que w,, € [0, 1].

Puisque a > 0, on a alors : 0 < (1 — a)w, <1 — a. Puis a < wy41 < 1, donc w41 € [0, 1].
. Le principe de récurrence permet de conclure que : Vn € N, w, € [0, 1].

On en déduit que pour tout entier n, wy4+1 — wy, = a(l —wy,) > 0. Ainsi la suite (w,,) est
croissante, de plus cette suite est majorée par 1, donc (wy,) converge.

Notons L = limw,, et passons a la limite dans 1’égalité : w41 = wy, + a(1 — wy,).
On obtient L = L + a(1 — L), ce qui équivaut & (1 — L) = 0. Or o # 0, donc L = 1.
En conclusion : ’ la suite (wy,) converge vers 1. ‘

Remarque : on pouvait aussi utiliser la formule sur les suites arithmético-géométriques pour
expliciter w,, puis obtenir la limite.



1
— (d) Posons o = Q(ﬁ)ﬂv. Puisque N € N*, v €]0, 1[. Donc le résultat de (c) est applicable.

Reprenons la suite (w;,) définie en (c).

On va montrer par récurrence que pour tout entier n, u, > wsy.
. Déja wy = ug donc ug > wy.

. On fixe un entier n et on suppose u, > w,. Alors :

un + (1l —u,) (d’apres (b))
a+ (1 -a)uy,

a+ (1 —a)w, (par hypothese de récurrence et car o > 0)

Un+1

AVAR AVAR AVARAV]

Wn+1-
. Le principe de récurrence permet de conclure que :
Vn €N, uy > wy.

De plus (uy,) est majorée par 1 car chaque terme u, est une probabilité, et la suite (wy,)
converge vers 1. Le théoreme d’encadrement permet de conclure que

’ la suite (u,) converge vers 1.

Interprétation : il est quasi-certain qu’a un moment donné X, soit égal a 0 ou a 2N.
On vient de mettre en évidence un phénomene de dérive génétique.



10.

Partie II : Equilibre de Hardy-Weinberg

On reconnailt un schéma binomial. En effet il y a N individus qui ont chacun la probabilité p;
d’étre de type 1, ceci indépendamment les uns des autres. Donc

’ N1 — B(N,pl). ‘

Remarque : pour les mémes raisons, No — B(N,p2) et N3 — B(N,p3).

D’apres le cours sur la loi binomiale :

’ E(N1) = Npi et V(N1) = Npi(1—p1). ‘

N1 — Npy

Npi(1—p1)
binomiale Ny. D’apres le théoreme central limite,

La variable aléatoire Nj" = est la variable centrée réduite associée a la variable

1 b 2
lim P(a < N* < b) —— [ e Zar
N—+o00 == Vo Ja

— (a) Par symétrie de la covariance, Cov(Ni, N2) = Cov(N2, N1). Donc W est une matrice
symétrique, a coefficients réels. D’apres le cours, on peut en conclure que

’ W est diagonalisable. ‘

— (b) Soit (a,b) € R2.

W (3) = (et o v )

(a b)W <“) = a®V(Ny) 4 abCov(Ny, N3) + abCov(Ny, No) + b*V (Ny) = V(aNy + bNy).

b

V(a,b) € R?, V(aNi+bN2) = (a b)W <a> :

— (c¢) Soit A une valeur propre de W. Il existe un vecteur non nul Xy = (Z) tel que

()= ()

(a b)W (Z) —X(a b) (Z) = Aa® + 7).

En utilisant la relation de (b) on obtient : A(a? + b%) = V(aNy + bN>).
Or a® + b% > 0 et une variance est toujours positive ou nulle, donc A > 0. Ainsi

Puis :

’ les valeurs propres de W sont positives ou nulles. ‘

— (d) Reprenons les notations de la question précédente et raisonnons par l’absurde en sup-
posant A = 0.
On a alors : V(aNj + bN32) = 0. Ceci entraine que la variable aléatoire alN; + bNy est
constante. Or lorsque N1 = 0 et No = 0 alors alN71 + bNy = 0, lorsque N1 = 1 et No =0
alors alN1 + bNs = a, et lorsque N1 = 0 et Ny = 1 alors aN1 + bNo = b, or a # 0 ou b # 0,
donc aN1 4+ bNsy n’est pas constante.
On constate une contradiction, donc on peut conclure que A # 0. Ainsi

les valeurs propres de W sont strictement positives. ‘
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— (e) On déduit des questions (a) et (d) qu’il existe une matrice diagonale A = (O(é)l o?)’
2

avec a1 > 0 et ag > 0, une matrice inversible P, telles que :
W =PAP ..

De plus W est symétrique réelle donc il existe une base de vecteurs propres qui est ortho-
normale, donc la matrice P peut étre choisie de sorte que P~t = P,

Posons maintenant D = <%1 3) avec 71 = /a1 > 0 et 2 = \/as > 0, de sorte que
2
D? = A. On a bien :

D est diagonale et inversible ; P est inversible d’inverse P ; W = PD?*P~!,

11. Remarquons que A= P! D=' = ppD~! Calculons :
AW A=D P lpp*P'PD ' =D 'D?D ! = I,.

On en déduit que :

(V) =V() =1 et Cou(Yy,Ya)=0. |

12. — (a) On sait que N1 + Ny = N — N3, donc

’ V(N1 + N2) = V(N3) = Np3(1 — p3). ‘

— (b) On en déduit que :

COU(Nl,NQ) = %(V(Nl + NQ) - V(Nl) - V(N2))
= g(pg(l —p3) —p1(1 —p1) — p2(1 —P2))
= g((l —p1—p2)(p1 +p2) —pi1(l —p1) — p2(1 —p2))
= g P2 — P1P2 — P1P2 —Pz)

= —Npipo.

Pour conclure :

’ COU(Nl,NQ) = —Nplpz- ‘

— (c) On peut remarquer que W~ = P(D™12P~! mais il est clair que I’énoncé attend ici un
calcul complet.
Avec les formules sur l'inverse d’une matrice carrée d’ordre 2, appliquables ici puisqu’on a
prouvé que W est inversible :

- 1 ( V(Na) —Cou(Ny, N2)>

V(Nl)V(NQ) —COU(Nl,NQ)Q *COU(Nl,NQ) V(Nl)
ce qui donne, avec les calculs effectués précédemment :
1 <Np2(1 — p2) Npips )

N2pi(1 = p1)p2(1 — p2) — N2p2p3 Npipo Npi(1—p1)

— 1 <p2(1 — p2) P12 >
Npipa(1 —p1 —p2) DP1P2 p1(1—p1)

W =




Conclusion : W™ =

1 <p2(1—p2) pip2 >

~ Npipaps P1P2 p1(1—p1)

Pour faciliter I'obtention du résultat de la question suivante, on peut transformer ceci en
remarquant que 1 —ps =p; +p3et 1 —p; =po+p3:

- 1 p2(p1+p3)  pip2 ) 1 11 p2 O
TEm— ol Ve )
Npipaps3 DP1P2 p1(p2 + p3) Npipaps P2\ 1) TPy

— (d) D’apres (11), W A = A~! donc W 'AA = I,. Ainsi

| ua=w-l |
Y;
vy = (o on)(5)
N1 — N
_ ((Nl—Npl Ny — Npy) %)(A(N;_N§;>>
1 (N1 —N
= (Ni—Npi Ny—Npy)) W 1<N;—NZ;>
1 1 p2 0 N1 — Np
-~ —— (Ny—Npi No—N ( )
Np1p2p3( 1 — Np1 Na— Np2) (pip2 (1 1>+p3<0 p1> (NQ—NpQ
1
- (s+8
Np1p2p3< ' 2>
en posant :
N
S1=pipa (N1 — Np1  Na — Npa) < ><N2—N§;>
et

Np:
Sy = Ni— N Ny — N
2 p3( 1 p1 2 p2 <O p1> <N2—Np2>

Il semble plus raisonnable de les calculer séparément :

(N1 — Np1) + (N2 — Npo)
S1 = pip2 (N1 — Npi Na— Npa) <(N1—Np1)—|—(N2—NP2)

= w2 (N1 = Np1)? 4+ 2(N1 = Np1)(Na = Npz) + (N2 = Npo)?)

2
= p1p2(N1 — Np1 + Ny — Np2) .

Or Ny + Ny =N — N3 et Np1 + Npa =N — Np3, d’ou :

S1 = p1p2(N3 — Np3)®.

Par ailleurs :

p2(N1 —Np1)>
Sy = Ny — N No — N
2 p3 ( 1 P 2 pz) <p1(N2 — Npo)

= D3 (pz(N1 — Np1)? + p1(Ng — Np2)2)~
On peut terminer le calcul de Y + Y3 :

VE4+YS = <p1p2(N3 — Np3)? 4 pop3 (N1 — Np1)? + pip3(Na — NPQ)Q)

Npipap3
et ainsi :

(N1 — Npp)? N (N2 — Npo)? n (N3 — Nps3)?
Npy Npo Nps '

Y4 Yy =




13.

14.

15.

Partie III : Etude de la loi limite
Dans cette partie Z suit la loi normale centrée réduite, on notera ® sa fonction de répartition.
Posons R = Z2. Soit t € R(2) = [0, +00].
Fa(t) = P(2% < t) = P(—VE < Z < Vi) = &(Vi) — B(—V).
On sait que pour tout réel z, ®(—x) =1 — &(x), donc :
0 sit<0
Frlt) = { 20(vVt) =1 sit>0

Puisque ® est de classe C1 sur R, Fg est de classe C! sur R\ {0}.

De plus tlir51+ Fr(t) =2®(0) —1=0= Fr(0) = tli%l— Fr(t), donc Fg est continue en 0, et ainsi
F'r est continue sur R.

Finalement R est une variable a densité, de densité :

0 sit <0

(Vi) = 77 sit>0

D’apres la formule de Koenig,
E(R)=E(Z*) =V(Z)+ (E(2))*=140 donc | E(R)=1.

Pour E(R?) = E(Z*) on applique le théoréme de transfert. Sous réserve de convergence absolue,

E(Z‘*)—i +00754(%(:%
n V2T J o ’

Soient A et B deux réels avec A < 0 < B. On calcule

1 (B, e
I(A,B):\/T? " the” 2dt
t2

avec une intégration par parties, en dérivant u(t) = t3 et en primitivant ¢’ (t) =te =z, uetw
étant des fonctions de classe C! sur [4, B] :

5 2

IAB = L [ _pe51843 [ 2% "
(’ )_\/%[_ (& ]A+ " \/% .

En utilisant les croissances comparées on constate que lorsque A — —oo et B — 400, I(A, B)
a une limite finie qui vaut 3E(Z?).

Donc Z* admet une espérance qui vaut : E(Z4) = 3.
Ainsi, avec la formule de Koenig :

V(R) = V(2% = E(ZY) — (E(Z?))* = 2.

Soit « > 0. On considere 'intégrale

z 1
h(z) _/O Neenii

qui est impropre en 0 et en x. On effectue le changement de variable t = xu, ce qui est possible
puisque la convergence de l'intégrale h(z) est admise par 1’énoncé.



On a dt = zdu.
Pour les bornes : lorsque t — 0, u — 0; lorsque t — x, u — 1. Ainsi :

h(z) = /01 mdu: /01 \/ﬁdu.

Puisque cette derniere quantité ne dépend plus de =z,

1

——du.
Vu(l —u)

16. — (a) Notons Ry = Z2, Ry = Z2 et T = Ry + Ra. Soit x € T(Q) = [0, +ool.
Les variables aléatoires R; et Ro sont indépendantes, on peut donc appliquer la formule du
produit de convolution rappelée dans I’énoncé (avec une petite coquille puisque un des deux
fu, de l'intégrale doit étre fy,, ce qui n’est pas grave ici puisque les deux variables ont la
méme loi) :

1
la fonction h est constante sur R, égale a C' = /
0

+oo
frle) = [ futo = Ofn(0i.

Les variables R; et Rz ont la méme densité fr déterminée en (13). De plus ces densités sont
nulles sur | — 00, 0], et z > 0, donc :

! 1 e 5Pt e~ 3 h(z)

Donc

C

= —e¢
2T

_z
2

Vo >0, fr(x)

On a aussi : Vo < 0, fp(z) = 0.
+o0o
— (b) Puisque fr est une densité de probabilité, / fr(z)dz =1. Or
0

too C . _z7A C
[ = g 12y =
On en conclut que :
C=m.
Ceci permet d’affirmer que :
1 =
Ve >0, fr(x)= 56_5.
Donc
T suit la loi exponentielle £(1) donc : E(T) =2 et V(T) = 22 = 4.
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