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I. Résultats préliminaires

1. (a) Soient X =

xy
z

 ∈M3,1(C) et Y =

ab
c

 ∈M3,1(C).

D3X = Y ⇔


y = a

z = b

x = c

.

On en déduit que D3 est inversible, d’inverse :

D−13 =

0 0 1
1 0 0
0 1 0

 .

Par le même raisonnement, on trouve que D4 est inversible, d’inverse :

D−14 =


0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .

(b) On conjecture immédiatement que Dp est inversible, d’inverse :

∀p > 3, D−1p =



0 0 . . . 0 1

1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 0


Puisque : 

0 0 . . . 0 1

1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 0





0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

1 0 . . . 0 0


= Ip,

la conjecture est vérifiée.

2. (a) Soient λ ∈ C, x =

x1...
xp

 ∈Mp,1(C) et y =

y1...
yp

 ∈Mp,1(C).

Puisque λx+ y =

λx1 + y1
...

λxp + yp

,

f(λx+ y) =

p∑
k=1

(λxk + yk) = λ

(
p∑
k=1

xk

)
+

p∑
k=1

yk = λf(x) + f(y).

L’application f est donc C-linéaire.
(b) Il y a deux façons de prouver que f n’est pas injective :

• via un contre-exemple : le vecteur non nul


1
−1
0
...
0

 appartient au noyau de f ;

• via le théorème du rang (Mp,1(C) est de dimension finie) : si f était injective,
on aurait rg f = dimMp,1(C) = p, ce qui est exclu car rg f 6 dimC = 1 < p.

(c) Puisque f n’est pas l’application nulle, rg f > 0. Puisque rg f 6 dimC = 1, rg f = 1.
On en déduit que Im f = C, i.e. f est surjective.

(d) En appliquant le théorème du rang, on trouve :

dimKer f + 1 = dimMp,1(C) = p.

Le noyau de f est donc de dimension p− 1.

3. On réduit une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison e
2iπ
p 6= 1 :

1

p

p−1∑
k=0

zk =
1

p

p−1∑
k=0

e
2ikπ
p =

1

p

p−1∑
k=0

(
e

2iπ
p

)k
=

1

p

1− e2iπ

1− e
2iπ
p

= 0.

Pour tout k ∈ J0, p− 1K, zk est l’affixe du point Ak mais aussi du vecteur
−−→
OAk.

Ainsi,
1

p

p−1∑
k=0

zk est l’affixe du vecteur

1

p

p−1∑
k=0

−−→
OAk =

−→
0 =

−−→
OO.

On en déduit que O est l’isobarycentre des points A0, . . . , Ap−1.
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4. Puisque z 6= 0, il existe r ∈ R∗+ et θ ∈ [0, 2π[ tel que z = reiθ. Ainsi, par unicité du
module et de l’argument modulo 2π :

zp = 1⇔ rpeipθ = 1ei0

⇔

{
rp = 1

∃k ∈ Z, pθ = 0 + 2kπ

⇔

r = 1

∃k ∈ Z, θ = 0 +
2kπ

p

⇔ ∃k ∈ Z, z = e
2ikπ
p .

II. Étude d’un modèle de diffusion sur un cercle

5. Soient n ∈ N et i ∈ J0, p − 1K. Puisque ([Xn = j])06j6p−1 forme un système complet
d’événements, la formule des probabilités totales assure que :

P(Xn+1 = i) =

p−1∑
j=0

P[Xn=j](Xn+1 = i)P(Xn = j).

Or d’après l’énoncé, on a :

∀j ∈ J0, p− 1K, P[Xn=j](Xn+1 = i) =


1
2 si i = j − 1 ou (i = p− 1 et j = 0)
1
2 si i = j + 1 ou (i = 0 et j = p− 1)

0 sinon.

On en déduit alors que, pour tout n ∈ N, Xn+1 =MpXn où :

Mp =
(
P[Xn=j](Xn+1 = i)

)
06i,j6p−1

=



0 1
2 0 . . . 0 1

2

1
2 0 1

2

. . . 0

0
. . . . . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . . . . 0

0
. . . 1

2 0 1
2

1
2 0 . . . 0 1

2 0



6. La relation de récurrence précédente permet d’écrire :

∀n ∈ N, Xn =Mn
pX0 =Mn

p


1
0
...
0

 .

7. On a bien :

1

2

(
Dp +D−1p

)
=

1

2



0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0
. . . . . . . . . 1

1 0 . . . 0 0


+

1

2



0 0 . . . 0 1

1
. . . . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . . 0
0 . . . 0 1 0


=Mp.

8. (a) La matrice M3 est symétrique à coefficients réels, elle est donc diagonalisable.

Déterminons le spectre de M3. Soit λ ∈ R.

rg(M3 − λI3) = rg(2M3 − 2λI3)

= rg

−2λ 1 1
1 −2λ 1
1 1 −2λ


= rg

 1 −2λ 1
1 1 −2λ
−2λ 1 1


= rg

1 −2λ 1
0 1 + 2λ −2λ− 1
0 1− 4λ2 1 + 2λ

 L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 + 2λL1

= rg

1 −2λ 1
0 1 + 2λ −2λ− 1
0 0 P (λ)


L3 ← L3 − (1− 2λ)L2

où P (λ) = 1 + 2λ+ (1− 2λ)(1 + 2λ) = 2(1 + 2λ)(1− λ). Ainsi :

λ ∈ Sp(M3)⇔ rg(M3 − λI3) 6= 3⇔ λ ∈
{
−1

2
, 1

}
.
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Soit X =

xy
z

 ∈M3,1(R).

M3X = X ⇔

{
x− 2y + z = 0

3y − 3z = 0
⇔

{
x = z

y = z
.

On en déduit que E1 = Ker(M3 − I3) = Vect

1
1
1

.

M3X = −1

2
X ⇔ x+ y + z = 0⇔ x = −y − z.

On en déduit que E− 1
2
= Ker

(
M3 +

1

2
I3

)
= Vect

−11
0

 ,

−10
1

. On déduit

des calculs précédents que M3 = PDP−1 où :

D =

1 0 0
0 − 1

2 0
0 0 − 1

2

 et P =

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 .

(b) Soit X =

xy
z

 et

ab
c

 deux vecteurs colonnes deM3,1(R).

PX = Y ⇔


x− y − z = a

x+ y = b

x+ z = c

⇔


x− y − z = a

2y + z = b− a
y + 2z = c− a

⇔


x =

a+ b+ c

3

y =
−a+ 2b− c

3

z =
2(c− a)− (b− a)

3
=
−a− b+ 2c

3

On en déduit que P−1 =
1

3

 1 1 1
−1 2 −1
−1 −1 2

.

(c) D’après les questions précédentes, on peut montrer par récurrence que :

∀n ∈ N, Mn
p = PDnP−1 = P

1 0 0

0
(
− 1

2

)n
0

0 0
(
− 1

2

)n
P−1

Puisque −1 6 −1

2
< 1, il vient que :

lim
n→+∞

P(Un = 0)

P(Un = 1)

P(Un = 2)

 = lim
n→+∞

Mn
p

1
0
0


=

1

3

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

1 0 0
0 0 0
0 0 0

 1 1 1
−1 2 −1
−1 −1 2

1
0
0


=

1

3

1 0 0
1 0 0
1 0 0

 1
−1
−1


=

 1
3
1
3
1
3

 .

On en déduit que toutes les positions tendent à être équiprobables lorsque n est
grand.

9. Soit X =
(
x1 . . . xp

)T ∈Mp,1(C) \ {0p,1} et λ ∈ C.

DpX = λX ⇔



xp = λx1

x1 = λx2
...

xp−2 = λxp−1

xp−1 = λxp

⇔



xp = λpxp

x1 = λp−1xp
...

xp−2 = λ2xp

xp−1 = λxp

⇔ λp = 1 et


x1 = λp−1xp

...
xp−2 = λ2xp

xp−1 = λxp.

On en déduit que les valeurs propres de Dp sont les racines p-ème de l’unité :

Sp(Dp) =
{
e

2ikπ
p , k ∈ J0, p− 1K

}
= {zk, k ∈ J0, p− 1K}.
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Pour tout k ∈ J0, p− 1K, l’espace associé à la valeur propre zk = e
2ikπ
p est :

Ker (Dp − zkIp) = Vect(Xk) où Xk =


zp−1k

zp−2k
...
zk
1

 .

10. La matriceDp admet p valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable et d’après
la question précédente, il existe une matrice Q ∈ GLp(C) tel que :

Dp = Q


z0 0 . . . 0

0 z1
. . .

...
...

. . . 0
0 . . . 0 zp−1

Q−1.

Pour tout k ∈ J1, p− 1K, zk 6= 1 ; on a donc :

f(Xk) =

p−1∑
i=0

zik =
1− zpk
1− zk

= 0.

On en déduit que Xk ∈ Ker f et donc que l’espace propre Ker(Dp − zkIp), engendré
par Xk, est inclus dans le noyau de f par linéarité.

10. D’après la question précédente, on a :

D−1p =
(
Q−1

)−1


1
z0

0 . . . 0

0 1
z1

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . 0 1
zp−1

Q−1 = Q


1
z0

0 . . . 0

0 1
z1

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . 0 1
zp−1

Q−1.

On en déduit donc que :

Mp =
1

2

(
Dp +D−1p

)
=

1

2
Q


z0 +

1
z0

0 . . . 0

0 z1 +
1
z1

. . .
...

...
. . . 0

0 . . . 0 zp−1 +
1

zp−1

Q−1.

La matrice Mp est donc diagonalisable (via la même base de vecteurs propres que Dp)

et admet pour valeurs propres les complexes
(
1

2

(
zk +

1

zk

))
06k6p−1

.

12. Soit k ∈ J0, p− 1K. Puisque
1

zk
= e−

2ikπ
p = zk, on trouve :

1

2

(
zk +

1

zk

)
= 1⇔ 1

2
(zk + zk) = 1⇔ Re(zk) = 1⇔ cos

(
2kπ

p

)
= 1⇔ k = 0.

Le réel 1 est donc valeur propre deMp et les p−1 autres valeurs propres sont distinctes
de 1, donc l’espace propre associé à 1 est engendré par le premier vecteur colonne de
la matrice Q, i.e. :

G0 = Vect(X0) = Vect


1
...
1


 .

13. Soit j ∈ J0, p− 1K. D’après les calculs de la question précédente, on a :

1

2

(
zj +

1

zj

)
= cos

(
2kπ

p

)
⇔ 1

2
(zj + zj) = cos

(
2kπ

p

)
⇔ Re(zk) = cos

(
2kπ

p

)
⇔ cos

(
2jπ

p

)
= cos

(
2kπ

p

)
⇔ 2jπ

p
=

2kπ

p
ou

2jπ

p
= 2π − 2kπ

p

⇔ j = k ou j = p− k

Remarquons que p− k 6= k puisque p− k ∈ Jq + 1, 2qK.

On en déduit que cos

(
2kπ

p

)
est bien une valeur propre de Mp et l’espace propre Gk

associé est :

Gk = Vect(Xk, Xp−k)

Puisque les vecteurs Xk et X2p−k (ils appartiennent à une base de vecteurs propres de
Dp), l’espace propre Gk est bien de dimension 2.

D’après la question 10, les vecteurs Xk et Xp−k appartiennent au noyau de f donc Gk
est inclus dans ce même noyau par linéarité.
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14. (a) Montrons l’existence de cette décomposition. Puisque (X0, . . . , X2q) forme une
base deMp,1(C), il existe (a0, . . . , a2q) tel que :

V =

2q∑
k=0

akXk

= a0X0 +

q∑
k=1

akXk +

q∑
k=1

ap−kXp−k

= a0X0 +

q∑
k=1

(akXk + ap−kXp−k)

= V0 +

q∑
k=1

Vk,

où V0 = a0X0 ∈ G0 et, pour tout k ∈ J1, qK, Vk = akXk + ap−kXp−k ∈ Gk.
Montrons l’unicité de cette décomposition. Supposons qu’il existe (V0, . . . , V2q) et
(W0, . . . ,W2q) dans G0 × · · · ×Gq tel que :

V =

2q∑
k=0

Vk =

2q∑
k=0

Wk.

On en déduit que :
2q∑
k=0

(Vk −Wk).

La famille (Vk −Wk)k∈J0,Kq est donc liée. S’il y a au moins un vecteur non nul
dans cette famille, les vecteurs non nuls de cette famille appartiennent à des es-
paces propres deux-à-deux distincts, ils forment donc une famille libre, ce qui est
exclu d’après ce qui précède. On en déduit que tous ces vecteurs sont nuls, i.e. :
∀k ∈ J0, qK, Vk =Wk, ce qui assure l’unicité de la décomposition.

(b) D’après le résultat des questions 12 et 13, on a :

f(V ) =

2q∑
k=0

f(Vk) = f(V0)

Puisque V0 ∈ G0 = Vect(X0) = Vect


1
...
1


, il existe v0 ∈ C tel que

V0 = v0X0 = v0

1
...
1

. Ainsi f(V ) = f(V0) = v0f(X0) = v0p. On en déduit

donc que :

V0 = v0X0 =
1

p
f(V )

1
...
1

 .

15. (a) Puisque
2kπ

p
∈]0, π[, −1 < cos

(
2kπ

p

)
< 1.

On en déduit donc que lim
n→+∞

cos

(
2kπ

p

)n
= 0.

(b) Remarquons que :

∀n ∈ N,

P(Un = 0)
...

P(Un = 2)

 =Mn
p


1
0
...
0


D’après la question 14.(a), il existe (V0 × Vq) ∈ G0 ×Gq tel que :

1
0
...
0

 =

q∑
k=0

Vk.

Notons Y ce vecteur deMp,1(C). On a alors f(Y ) = 1. Par définition des vecteurs
V0, . . . , Vq :

Mn
p Y =Mn

p V0 +

q∑
k=1

Mn
p Vk

= V0 +

q∑
k=1

cos

(
2kπ

p

)n
Vk

=
1

p

1
...
1

+

q∑
k=1

cos

(
2kπ

p

)n
Vk.

On en déduit que, pour tout ` ∈ J0, p− 1K, lim
n→+∞

P(Un = `) =
1

p
.

(c) La conclusion est la même qu’à la question 8.(c) : toutes les positions tendent à
être équiprobables lorsque n est grand.
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* *
*
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