Agro-Véto Méthodes de calcul et raisonnements 2020 (2h30)

Jean-Baptiste Say

I. Résultats préliminaires

T a
1. (a) Soient X = [y | e M31(C)et Y = [ b | € M3:1(C).
z c

On en déduit que D3 est inversible, d’inverse :
0 0 1
Dy'=11 0 0
0 1 0
Par le méme raisonnement, on trouve que Dy est inversible, d’inverse :

Dt =

[ e )
o= O o
— o O O
o O O

(b) On conjecture immédiatement que D,, est inversible, d’inverse :

o 0 ... 0 1
1 0
vp=3, D' = |
0
0 0o 1 0
Puisque :

0 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0
0 = I,
: .. .. .. O 0 .. .. .. 1
0O ... 0 1 0 1 0 ... 0 O

la conjecture est vérifiée.

Ty Y1
2. (a) Soient A€ C, z = eEMp1(Clety=1[: | € Mp1(C).
Tp Yp
A1+ Y1
Puisque Az +y = ,
AZp + Yp
P P P
fAz +y) = (/\96k+yk)=/\<2$k>+Zyk=>\f($)+f(y)-
k=1 k=1 k=1

L’application f est donc C-linéaire.
(b) Il y a deux fagons de prouver que f n’est pas injective :

1
-1

0

e via un contre-exemple : le vecteur non nul appartient au noyau de f ;

0
e via le théoréme du rang (M, 1(C) est de dimension finie) : si f était injective,
on aurait rg f = dim M, 1(C) = p, ce qui est exclu car rg f < dimC =1 < p.
(c¢) Puisque f n’est pas 'application nulle, rg f > 0. Puisque rg f < dimC =1, rg f = 1.
On en déduit que Im f = C, i.e. f est surjective.

(d) En appliquant le théoréme du rang, on trouve :
dimKer f +1 = dim M, 1(C) = p.
Le noyau de f est donc de dimension p — 1.

3. On réduit une somme de termes consécutifs d’une suite géométrique de raison e » # 1 :

1

—1 p— p71 -
1% 1 wx 1 Nk 11— e2im
S = =LY (F) = =5 =0
Ly Pz Pz Pl—ew

—
Pour tout k € [0,p — 1], z est l'affixe du point Ay mais aussi du vecteur O Ag.

1l
Ainsi, = > 2 est Paffixe du vecteur
P k=0
15— = 50
- » OA,= 0 =00.
Pi=o

On en déduit que O est 'isobarycentre des points Ag, ..., Ap_1.
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4. Puisque z # 0, il existe r € R} et 6 € [0,27] tel que z = re’®. Ainsi, par unicité du 6. La relation de récurrence précédente permet d’écrire :
module et de I'argument modulo 27 :
A A 1
2P =1 rPe?? = 16 0
rP =1 anN, Xn:M;:XOZM;}
Jk e Z, pf =0+ 2knw 0
r=1
2 iom -
§|/€€Z79:0+ﬁ 7. On a bien :
SIkET, z=er . 01 0 0 0 0 0 1
: 0 1 0
II. Etude d’un modéle de diffusion sur un cercle QWP Ty ) T e e T 0 e e e T
5. Soient n € N et i € [0,p — 1]. Puisque ([X,, = j])()gjgpfl forme un systéme complet 10 ... 0 0 0 0 1 0

d’événements, la formule des probabilités totales assure que :

PX ) pilIP’ (x ) B(X ) 8. (a) La matrice M3 est symétrique a coefficients réels, elle est donc diagonalisable.
n =1) = — n =1 n = .
+ i X =) i J Déterminons le spectre de Ms. Soit A € R.
Or d’aprés I’énoncé, on a : rg(Ms — M3) = rg(2M5 — 2)15)
-2x 1 1
3 sii=j—lou(i=p—1letj=0) T S
Vi€ [0,p—1], Pix,—jj(Xny1=1) =43 sii=j+lou(i=0etj=p—1) 1 1 —92)
0 sinon. 1 _9\

On en déduit alors que, pour tout n € N, X,,11 = M, X, ot : e 1 1 e

—2x 11
My = (Pix, =) (Xn+1 = 1) 0, 1<p (1) 112;A 2)\1 1| Loe—Lo—1L
1 1 =18 - - 2 2 — L
05 0 ... 0 3 0 1-4X2 142\ ) Ly < Ls + 2\,
1o 1 0 1 —2x 1
0 —re |0 1420 —2x-1
= 0 0 P()\) Ly <+ L3 — (1 — 2)\)L2
0
0 Lo o1 ot P(A) =142\ + (1 — 2)\)(1 +2X) = 2(1 + 2)\)(1 — \). Ainsi :
3 0 0 5 0

1
A€ Sp(Ms) & rg(Ms —AN3)#3< X e {—2,1},
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x (c) D’apres les questions précédentes, on peut montrer par récurrence que :
Soit X = |y | € M31(R).
z 1 0 0
vneN, M} =pPD"Pt=P|0 (-)" o |P!
-2 =0 = TP 2 n
MyX = X e d5 -2 syt 0 0 (—3)
3y—32=0 Yy=2z
1 . 1 oo
Puisque —1 < —— < 1, il vient que :
On en déduit que Ey = Ker(M3 — I3) = Vect 1 2
1
. P(U, = 0) 1
MsX =—-XSor+ty+z=082=-y—=2 nhmoo P(Un =1) —nhmooM; 0
3 2 —+ P(Un . 2) —+ 0
1 -1 -1 1 1 -1 -1 1 00 1 1 1 1
On en déduit que E_% = Ker (M3 + 2[3) = Vect 11,10 . On déduit =-1|1 1 0 0 0 O -1 2 -1 0
0 1 3\ 0 1/ \oo0 o/ \-1 -1 2/ \o
des calculs précédents que My = PDP~! ot : . 100 1
1 0 0 1 -1 -1 231001)
D={0 -1 0] e P=[1 1 0 100/ A\~
0 0 -3 1 0 1 %
x a z
(b) Soit X = [y | et | b | deux vecteurs colonnes de M3 ;(R).
z ¢ On en déduit que toutes les positions tendent & étre équiprobables lorsque n est
grand.
rT—y—z=a
PX=Y&dx+y=> -
T4y —c 9. Soit X = (21 zp) € Mp1(C)\{0p1} et A € C.

r—y—z=a
S q2y+z=b—a

y+2z=c—a
_a+b+tec
e dy- —a—?—Qb—c
z:2(c—3a)—(b—a) _ —a—b+2
3 3

1 1 1 1
On en déduit que P~ = 3 -1 2 -1
-1 -1 2

Tp = AT zp = Nz _ -l

= — \p-1 1 = Zp

I = )\%2 T = A Tp
DX =)X & : & SN =1et )
Tp_o = AN°T

Tp—2 = ATp_1 Tp_o = Nz, P b
=z

Tp—1 -

Tp—1 = ATp Tp—1 = ATp

On en déduit que les valeurs propres de D, sont les racines p-éme de I'unité :

2ikT

ae ke[[O,p—l]]}:{zk, kelo,p— 1]}

Sp(Dp) = {e
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10.

10.

2ikn

Pour tout k € [0,p — 1], espace associé a la valeur propre z = e » est :

p—1
2k

p—2
“k
Ker (D), — zI,) = Vect(X}) ot X =
2k
1

La matrice D, admet p valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable et d’aprés
la question précédente, il existe une matrice @ € GL,(C) tel que :

20 0 0

0 =z : _
D,=Q| ™ QL

: 0

0 0 Zp—1

Pour tout k € [1,p— 1], zr # 1 ; on a donc :

— ;  1—z
St
=0 — ck
On en déduit que X, € Ker f et donc que Pespace propre Ker(D,, — zi1,), engendré
par X, est inclus dans le noyau de f par linéarité.

D’aprés la question précédente, on a :

L0 ... 0 L 0 ... 0
20 zZ0
_ -1 0 X : _ 0o L _
b= or=e|! Q.
: 0 : 0
0 0o L 0 0 L
Zp—1 Zp—1
On en déduit donc que
Zo—l—i 0 0
1 1 0 2+ = :
M, =5 (Dy+D,") = 5Q e Q™
2 2 : . 0
1
0 0 Zp_1—|—zp71

La matrice M, est donc diagonalisable (via la méme base de vecteurs propres que D))

1 >)
%k /) /) ogk<p—1

1
et admet pour valeurs propres les complexes (2 (zk +

12.

13.

1 2ikT
Soit k € [0,p — 1]. Puisque — = e~ %"
2,

= Zx, on trouve :

1 1 1 2k
s+ —)=1&-(2+7%) =1 Re(zp) =14 cos T =1ek=0.
2 2k 2 P

Le réel 1 est donc valeur propre de M, et les p—1 autres valeurs propres sont distinctes
de 1, donc I'espace propre associé a 1 est engendré par le premier vecteur colonne de
la matrice @, i.e. :

Go = Vect(Xy) = Vect

Soit j € [0,p — 1]. D’aprés les calculs de la question précédente, on a :

1 z-—i—i = CO0S 2hm @1(2-—1-7)—(305 2km
2\ Zj B p 2 7 P

< Re(zr) = cos <M>
b

<2j7r> (2k7r>
& cos| — | =cos | —
p b
27 2k 25
o 2m _ 2%km 24w
p p p p
Sj=kouj=p—k

Remarquons que p — k # k puisque p — k € [q + 1, 2¢].

2k
On en déduit que cos (W) est bien une valeur propre de M, et '’espace propre Gj,
p
associé est :
Gi = VeCt(Xk,Xp_k)
Puisque les vecteurs Xy, et Xo,_ (ils appartiennent a une base de vecteurs propres de
D,), Pespace propre Gy, est bien de dimension 2.

D’aprés la question 10, les vecteurs X, et X,_j appartiennent au noyau de f donc Gj,
est inclus dans ce méme noyau par linéarité.
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14. (a) Montrons lexistence de cette décomposition. Puisque (Xo,...,Xs,) forme une donc que :
base de M, 1(C), il existe (ag, ..., azq) tel que : ) 1
2 Vo = v Xo = Ef(V) :
V=> apX 1
k=0
q q ) 2km 2km
— 4o Xy + Zaka n Zapkapfk 15. (a) Puisque e €]0, 7], —1 < cos (p) < 1.
k=1 k=1 2km\"
q On en déduit donc que lirf cos (> = 0.
n—-+oo
= aoXo + Z ((lka + CLp_kXp_k) p
1 (b) Remarquons que :
q
=Vo+ > Vi, P(U, = 0) é
=t Vn €N, : =M.
ou Vo = apXo € Gy et, pour tout k € [1,q], Vi = arXi + ap—1Xp—r € Gi. P(U, = 2) :
Montrons 'unicité de cette décomposition. Supposons qu’il existe (Vp, . . " 0

., Vag) et

(Wo, ..., Way) dans Gy x --- x G, tel que :
2q 2q
V=Y Vi=) W
k=0 k=0
On en déduit que :
2q
> (Vi = Wa).
k=0

La famille (Vi — Wi)re[o,Jq est donc liée. S’il y a au moins un vecteur non nul
dans cette famille, les vecteurs non nuls de cette famille appartiennent a des es-
paces propres deux-a-deux distincts, ils forment donc une famille libre, ce qui est
exclu d’aprés ce qui précéde. On en déduit que tous ces vecteurs sont nuls, i.e. :
Yk € [0,q], Vi = Wy, ce qui assure 'unicité de la décomposition.

D’aprés le résultat des questions 12 et 13, on a :

2q
FV) =3 f(Ve) = (Vo)
k=0
1
Puisque Vo € Go = Vect(Xy) = Vect , 1l existe vg € C tel que
1

Vo = v9Xo = 19 Ainsi f(V) = f(Vo) = vof(Xo) = vop. On en déduit

D’aprés la question 14.(a), il existe (Vo x V) € Gy x Gy tel que :

1

0 q
T ZVk'
: k=0

0

Notons Y ce vecteur de M,, 1(C). On a alors f(Y) = 1. Par définition des vecteurs
Voroo,Vy s

q
MPY = MVo+ > MV
k=1

q n
2k
=V + Z COS ( 71—) Vk
k=1 p

1

1 < 2km\"
=—1:]+ E cos <W> Vi.
r\,) = p
11 . 1
On en déduit que, pour tout £ € [0,p — 1], hrf P(U, ={)=-.
n—-+00 p

La conclusion est la méme qu’a la question 8.(c) :
étre équiprobables lorsque n est grand.

toutes les positions tendent &
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