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Exercice 1

1. Initialement, la plus petite valeur de la liste est a& l'indice 0. On parcourt le reste des
éléments de la liste (par indice). Si un élément lu est inférieur au minimum des valeurs
déja lues, on met-a-jour la variable min et la liste indices.

def indices_min(L):

L[0]

indices = [0]

for k in range(l,len(L)):
if L[k] < mini:

mini =

mini = L[k]
indices = [k]
elif L[k] == mini:

indices.append (k)
return indices

2. L’idée ici est de lire chaque caractére de la chaine (sauf le dernier) et de vérifier s’il se
répéte plus loin dans la chaine.

def tousdifferents(ch):

n = len(ch)
for i in range(n—1):
car = ch[i]

for j in range(i+1,n):
if car == ch[j]:
return False
return True

Exercice 2

1. a. On reconnait une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 1. Notons A une
primitive de a sur Pintervalle I. L’ensemble des solutions de (Ej) est :

KGR}.

I —- R
t — KeAl)

b. Soit f une solution de (E;). Supposons que f s’annule en un point ¢ty € I. Ainsi
KeAto) = (. Puisque la fonction exponentielle ne s’annule pas, K = 0 et ainsi f est la
fonction nulle sur I.

On en déduit que, si f est solution de (E7) s’annulant sur I, alors f est la fonction

nulle sur 1.

2. a. Notons h la fonction h = g — C. La fonction h est dérivable sur I et :
Viel, W{t)=¢'(t) =

On en déduit que g — C est bien solution de (E3).

b. Supposons qu'il existe tg € I tel que g(tgp) = C. On en déduit que la fonction h
s’annule (en tp). Puisqu’elle est solution de (Es3), qui est une équation différentielle
linéaire homogene d’ordre 1 (la fonction ¢ — b(t)g(t) est continue sur I), la fonction h
est nulle sur I, i.e. g est constante sur I (égale a C).

Exercice 3

k
Az 1
converge et a pour somme e, la

. . . . xz
1. Soit « € R. Puisque la série exponentielle >
k€oco k!
série S(z) = > Te"\ converge par linéarité et a pour somme :
k=0 F:

+oo ()\x)k
S(z) =e* Z = e e = M=),
k=0 ’

2. a. La fonction g est dérivable par théorémes opératoires et :
VeeR, g(z)=e " —ze " =(1—x)e ",

On en déduit immeédiatement le tableau de variations de g :

T —00 1 —+00
q'() + ¢ -
e”l -1
9(x) N
—00 -1

La fonction g admet un maximum sur R égal 4 e=! —1 < 0.

On en déduit que g est strictement négative sur R.
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b. Supposons que A < 1. La fonction ¢ est deux fois dérivable sur [0, 1] par théorémes
opératoires et :

Ve e [0,1], ¢'(z) = XM=Y —1
¢ (x) = N2erED > 0,

On en déduit que la fonction ¢’ est strictement croissante sur [0,1]. Puisque ¢/'(1) =
A —1 <0, la fonction ¢’ est strictement négative sur [0, 1] et ainsi ¢ est strictement
décroissante sur [0, 1] (par continuité de ¢ en 1). On remarque que ¢(z) > 0 pour tout
x €[0,1] et ¢(1) = 0. Ainsi 'équation f(z) = 2 admet une unique solution sur [0, 1] :
=1

c. Supposons que A > 1.

D’apreés le résultat de la question précédente, la fonction ¢’ est strictement croissante
sur [0,1]. Puisque ¢’ est continue sur [0, 1], elle réalise une bijection entre [0,1] et
[#'(0),¢'(1)] = [Ae™ — 1, A — 1]. Remarquons que A —1 > 0 et Ae™ — 1 < 0 d’aprés
la question 2.a. Ainsi, la fonction ¢’ s’annule en un unique « € [0, 1]. On en déduit les
variations de la fonction ¢ qu’on présente dans le tableau ci-dessous :

o(x) \

Remarquons que ¢(a) < 0 et que la fonction ¢ s’annule une unique fois sur [o, 1].
Puisque la fonction ¢ est continue et strictement décroissante sur [0, ], elle réalise
une bijection entre [0, a] et [¢(a),e™!]. Puisque ¢(a) < 0, la fonction ¢ s’annule une
unique fois sur [0, «f.

On en déduit que I'équation f(z) = x admet exactement deux solutions sur [0, 1].

Exercice 4

1. a. La fonction f est dérivable sur [0,1] et :

22 2

172 -
vz €]0,1], f'(z) = —e"tT + (1 —2?)e"TT = —2%e" T2 <.

La fonction f est donc strictement décroissante (et continue) sur [0,1]. D’aprés le
théoréme de la bijection, elle réalise une bijection de [0, 1] vers [f(1), f(0)] = [0, 1].

. a. Remarquons que z,, €

b. On en déduit en particulier que :
Vo € [0,1], f(z) = (1-2)e""T < f(0) =1,

c’est-a-dire :

N

x

Vo € [0,1],(1 —xz)e® <e 7.

[0,1]. Par décroissance de f sur [0,x,], on trouve que :

Vr € [O;CCnL Yn = f(l’n) < f(x) — (]_ _ x)eer%

c’est-a-dire :

22

Ve € [0,2,], yne” Z < (1—x)e”.

1
b. Pour tout n € N*, z,\/n =n"°"2. Puisque —a + = > 0,| lim x,v/n = +ooc.
2 n—-+o0o

c. Puisque

u?  ud 3
ln(l—i-u):u—?—i—?—i—ouﬁo(u)

et puisque lin}) —z = 0, on obtient (par composition de limites, le développement limité
r—r

de In(1 +u) en 0 & l'ordre 3 :

2 3
x x .
hl(l*l') = - — ? — §+Ofl:—>0 ((L’d) .
Remarquons que lim x, = 0. Pour n au voisinage de 400, on a :
n—-+oo
x2 x3 3
I () = Il =) o b 5= = oo ()

lim y =1.

o : n .
On en déduit que nEToo In (y') = 0 et ainsi que L m

. a. Soit n € N*. D’aprés la question 2.a (et par positivité des deux termes de l'inégalité),

on a :
naz?

Vo €[0,z,], yle 2 < [(1—x)e”]".

Par croissance de Uintégrale (0 < x,,), on trouve que :

Tn na? Tn n
yﬁ/ e 2 dx < / [(1—x)e"]" dx < I,
0 0

la derniére inégalité étant obtenue car la fonction (z — (1 — z)e®) est positive sur
[, 1] (donc son intégrale aussi).
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D’autre part, la question 1.b garantit que :

‘V]Tz

Ve e[0,1], [(1—xz)e®] <e "2 .

Par croissance de U'intégrale sur [0, 1], on trouve que :

Ainsi :

Tn naz? 1 na?
yﬁ/ efzdxgl,,,</672dx
0

0

b. Soit n € N*. La fonction (x — /nz) est C! sur [0,1] (et donc sur [0,z,]). En posant
u = y/nz, on obtient du = /ndx. D’aprés le théoréme de changement de variable, on
obtient :

/1" e 1 [V e L e 1 [V e
e 2 dx:—/ e 2 du et / e 2 dwz—/ e~ 2 du.
0 Vv Jo 0 v Jo

On trouve bien que :

Tp/T 22 Vvn 22
yﬁ/ e” 2 dz < Invn < / e~ 2 dx.
0

+o0 2
c. On rappelle que l'intégrale e~ 2 dz converge et vaut v2w. On en déduit

— 00
que les deux membres extérieurs de I’encadrement convergent vers la méme limite,

+oo
égale a J = /
& 0 V2T
J = % = \/Z On en déduit que | lim I,v/n = \/Z

n—-+oo

T2 . . m2 .
e~ 2 dz. Puisque la fonction (x — 6*7) est paire sur R,




