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Exercice 1

def somme_rec(L):
if L == []:

return 0
else:

return L[0] + somme_rec(L[1:])

Exercice 2

1. Soit n ∈ N. Puisque n 6 n3, 0 6 e−n
3

6 e−n =

(
1

e

)n

. Puisque
1

e
∈] − 1, 1[, la série

géométrique
∑
n∈N

(
1

e

)n

converge. Par comparaison de séries à termes positifs, la série∑
n∈N

e−n
3

converge.

2. Soit N ∈ N.

N∑
n=0

(n+ 1) (2n − n!)

2n × (n!)
=

N∑
n=0

(n+ 1)

[
1

n!
− 1

2n

]

=

N∑
n=0

1

n!
+

N∑
n=1

n

n!
−

N∑
n=0

(
1

2

)n

−
N∑

n=1

n

(
1

2

)n

=

N∑
n=0

1

n!
+

N−1∑
k=0

1

k!
−

N∑
n=0

(
1

2

)n

− 1

2

N∑
n=1

n

(
1

2

)n−1

→
N→+∞

e+ e− 1

1− 1
2

− 1

2

1(
1− 1

2

)2 = 2e− 4,

en reconnaissant des sommes partielles de séries convergentes : une série géométrique et

une série géométrique dérivées de même raison
1

2
∈]− 1, 1[ et deux séries exponentielles.

On en déduit que la série
∑
n∈N

(n+ 1) (2n − n!)

2n × (n!)
converge et :

+∞∑
n=0

(n+ 1) (2n − n!)

2n × (n!)
= 2e− 4.

Exercice 3

1. Soit N > 2. On reconnait ci-dessous une somme télescopique :
N∑

n=2

un =

N∑
n=2

ln ln(n+ 1)− ln lnn = ln ln(N + 1)− ln ln 3 →
N→+∞

+∞.

On en déduit que la série
∑
n>2

un diverge.

2. On considère la fonction f : x 7→ ln (lnx) et on fixe un entier n > 2. La fonction f est

continue sur [n, n + 1] et dérivable sur ]n, n + 1[

(
et f ′ : x 7→ 1

x lnx

)
donc, d’après le

théorème des accroissements finis, il existe cn ∈]n, n+ 1[ tel que :

f(n+ 1)− f(n)

(n+ 1)− n
= f ′(cn),

c’est-à-dire :
un =

1

cn ln cn
Puisque cn > n, cn ln cn > n lnn. On conclut alors que :

∀n > 2, un 6
1

n lnn
.

3. Puisque, pour tout entier n > 2, 0 6 un 6
1

n lnn
(d’après 2 et puisque la fonction f est

croissante sur [n, n+ 1]) et puisque la série
∑
n>2

un diverge, la série
∑
n>2

1

n lnn
diverge par

comparaison de séries à termes positifs.

Exercice 4

1. Pour tout n ∈ N∗, un > 0 donc
un+1

un
> 0, garantissant que la suite (vn) est bien définie.

∀n ∈ N∗, vn = ln

(
(n+ 1)n+1+ 1

2 e−n−1

(n+ 1)!
× n!

nn+ 1
2 e−n

)

= ln

((
n+ 1

n

)n+ 1
2

e−1

)

=

(
n+

1

2

)
ln

(
1 +

1

n

)
− 1.

1
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Puisque ln(1 + u) = u− u2

2
+

u3

3
+ ou→0(u

3), on trouve que :

vn =

(
n+

1

2

)(
1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
+ on→+∞

(
1

n3

))
− 1

=
1

3n2
− 1

4n2
+ on→+∞

(
1

n2

)
=

1

12n2
+ on→+∞

(
1

n2

)
.

On en déduit donc que vn ∼
n→+∞

1

12n2
.

2. Pour tout n ∈ N∗,
1

12n2
> 0. Puisque la série

∑
n>1

1

12n2
converge, la série

∑
n>1

vn converge

d’après le critère d’équivalence de séries à termes positifs.

3. Pour tout n > 2, on obtient par télescopage :

n−1∑
k=1

vk =

n−1∑
k=1

ln(uk+1)− ln(uk) = ln(un)− ln(u1).

Ainsi :

ln(uk) = ln(u1) +

n−1∑
k=1

vk −→
n→+∞

ln(u1) +

+∞∑
k=1

vk ∈ R.

On en déduit que la suite (lnun)n>1 converge.

Exercice 5

1. La fonction g1 admet des dérivées partielles sur R2 par composition et :

∀(x, y) ∈ R2,
∂g

∂x
(x, y) =

∂f

∂y
(y, x) et

∂g

∂y
(x, y) =

∂f

∂x
(y, x).

2. La fonction g2 est dérivable sur R par composition et :

∀x ∈ R, g′2(x) =
∂f

∂x
(x, x) +

∂f

∂y
(x, x).

3. Remarquons que :
∀(x, y) ∈ R2, g3(x, y) = f(y, g2(x)).

La fonction g3 admet des dérivées partielles sur R2 par composition et :

∀(x, y) ∈ R2,
∂g

∂x
(x, y) = g′2(x)

∂f

∂y
(y, g2(x)) =

(
∂f

∂x
(x, x) +

∂f

∂y
(x, x)

)
∂f

∂y
(y, f(x, x))

et
∂g

∂y
(x, y) =

∂f

∂x
(y, g2(x)) =

∂f

∂x
(y, f(x, x)).

4. Remarquons que :
∀x ∈ R, g4(x, y) = f(x, g2(x)).

La fonction g4 est dérivable sur R par composition et :

∀x ∈ R, g′4(x) =
∂f

∂x
(x, g2(x)) + g′2(x)

∂f

∂y
(x, g2(x))

=
∂f

∂x
(x, f(x, x)) +

(
∂f

∂x
(x, x) +

∂f

∂y
(x, x)

)
∂f

∂y
(x, f(x, x)).

* *
*
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