CHAPITRE 3

Polynomes

Les polyndmes forment la classe de fonctions les plus simples et les plus élémentaires aprés les fonctions
affines. Leur étude révéle une richesse extraordinaire ; on y découvre des profonds entre I’analyse et I’algébre
plus théorique : les liens entre le calcul algébrique, la recherche de racines et ’existence de solutions a des
équations.
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OBJECTIFS

e Comprendre les liens entre les opérations sur les polyndémes et leurs degrés.
e Etablir le lien fondamental entre racines et factorisation.
e Comprendre le role de C dans la factorisation des polynémes.
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Dans tout ce chapitre, la notation K désignera ’ensemble R ou C et on conviendra que 0° = 1.

1 Généralités sur les polynomes

1.1 Définitions et notations

E Définition 1.1

On appelle polyndome & coefficients dans K, toute fonction de la forme :
P: K - K

n
T E apz® = ag + a1z + agx® + - + ap_ 12" + ana”
k=0

ott (ag, .. .,a,) € K*L

Ce n’est pas la vraie définition de ce qu’est un polynoéme. Les polynémes sont en réalité des objets algébriques,
définis comme la suite ordonnée de leurs coefficients (nulle & partir d’un certain rang). Cette vision algébrique,
pourtant fondamentale, n’est pas ’esprit du programme.

@® Notation 1.2 — Ecriture formelle des polynomes

En notant X l'application identité
X: K - K
x =

tout polynome P & coefficients dans K peut s’écrire sous la forme :

P = zn: apX*.
k=0

L’intérét de cette écriture est que le polynéme X joue un role de variable formelle : elle nous permet de manipuler
les polynémes de fagon purement algébrique, sans nous préoccuper des valeurs numériques. Cette écriture formelle
permet de s’affranchir de la donnée des espaces de départ et d’arrivée : un polyndéme & coefficients réels est une
fonction de R dans R, mais peut aussi étre vu comme une fonction de C dans C selon le contexte.

E Définition 1.3

n
Soit P = Z arX* un polynome a coefficients dans K.

k=0
Si tous les coefficients de P sont nuls, on dit que P est le polynéme nul et on note P = 0. Par

convention, le degré du polyndéme nul est —oo.

Sinon, on appelle degré de P le plus grand entier naturel d tel que ag # 0.

Le coefficient ay est appelé coefficient dominant de P, tandis que agX? est appelé le monéme
de plus haut degré de P.

Le coefficient ag est appelé coefficient constant de P.

On peut accéder au coefficient constant en évaluant le polynéme en 0 : P(0) = ag. On remarquera 'utilisation de
la convention 0° = 1.

# Exemple 1.4 W

Soit P = 2X% — 3X2 4 7. Le degré de P est 5 ; son coefficient dominant est 2 et son coefficient
constant est 7.
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©® Remarque 1.5 - Erreur classique

Un polynoéme constant n’est pas nécessairement de degré O : le polynéme nul est constant, de degré
—o0 ; tout autre polyndme constant est cependant bien de degré 0.

Par cette remarque, on découvre une idée redondante dans ce chapitre : il vaut mieux raisonner par inégalités
(majorations) que par égalités sur le degré d’un polynome.

@ Notation 1.6

Soit n € N. On note :
e K[X] I'ensemble des polynéomes a coefficients dans K.

e KK, [X] l'ensemble des polynomes de K[X] de degré inférieur ou égal a n.

L’ensemble des polyndémes d’un degré n fixé n’a que peu d’intérét algébrique. Cet ensemble n’est méme pas stable
par addition : la somme de deux polyndémes de degré n n’est pas nécessairement de degré n. Pour s’en convaincre
on pourra considérer les polynomes X" + X et —X™ —2X? (avec n > 2). Les ensembles K[X] et K, [X] ont quant
4 eux des propriétés algébriques plus intéressantes.

1.2 Propriétés usuelles

Vus en tant que fonctions, les polynémes héritent des opérations usuelles : addition, multiplication par un scalaire,
multiplication entre polynémes, composition. On s’interroge ici du lien entre ces opérations et le degré.

o Propriété 1.7

Un polynome est la fonction nulle si, et seulement si, c’est le polyndme nul, i.e. tous ses coeflicients
sont nuls.

Démonstration admise.

— Corollaire 1.8

Deux polynémes sont égaux si, et seulement s’ils ont les mémes coefficients.

La propriété qui suit établit que les résultats d’opérations élémentaires sur les polynémes sont encore des polynémes
et fait le lien avec leurs degrés.

@& Propriété 1.9 — Opérations élémentaires

Soient P et ) deux polynomes de K[X] et A € K.
1. P+ Q € K[X] et deg(P + Q) < max(deg P,deg Q).
2. AP € K[X] et deg(\P) = {degp siA7#0
—o0o  siA=0.
3. PQ € K[X] et deg(PQ) = deg P + deg Q.
4. Po@ € K[X] et deg(P o Q) = deg P x deg Q.
—00 si P e Ko[X]
deg P — 1 sinon.

5. P' € K[X] et deg(P’) = {

Démonstration admise.

On fera bien attention & I'inégalité sur les degrés dans le calcul d’une somme de deux polynémes.
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©® Remarque 1.10

Quand on s’intéresse au degré de P’, on n’aura souvent besoin que de I'inégalité : deg P’ < deg P—1.

©® Remarque 1.11

Si P et @ sont deux polynomes de degrés distincts, alors deg(P + Q) = max(deg P, deg @) (car seul
le terme dominant du polynéme de degré plus grand peut subsister).

On tire de cette remarque une legon importante : lorsque la propriété précédente ne suffit pas & déterminer le degré
d’un polynoéme, il faut penser au monéme de plus haut degré.

La somme de deux polyndémes de méme degré peut parfois faire chuter le degré, comme lillustre I’exemple ci-
dessous.

7 Exemple 1.12

e SiP=X?+1letQ=—-X?2+X—2,alors P+ Q =X — 1 a pour degré 1
e SiP=X?>-X+4+1letQ=—-X%2+X -2 alors P+ Q =1 a pour degré 0.

Attention donc & ne pas inventer de théoréme éléve, du genre : « si la somme de deux polynémes de degré n n’est
pas de degré n, elle est de degré n — 1 » !

©® Remarque 1.13 - Structure vectorielle

Toute combinaison linéaire de polynémes de K,,[X] (resp. K[X]) est un polynome de K,,[X] (resp.
K[X]). On dit que K,[X] et K[X] sont stables par combinaisons linéaires.

‘ # Exemple 1.14 - @ w

‘ Montrer que : VP € C4[X], X2P' —4XP + 4P € C4[X]. J

Démonstration. Soit P € C4[X]. Commencons par remarquer que X2P' — 4X P + 4P est un polynome en tant
que combinaison linéaires de polynomes (obtenus par produit ou dérivé de polynomes). Il existe a € C (a est
éventuellement nul) et Q € C3[X] tel que P = aX* + Q. Alors :
X2P' —4XP+4P = X*(4aX? + Q') — 4X (aX* + Q) + 4P
=4aX® + X2Q" — 4aX® —4XQ + 4P
= X2%2Q' —4XQ + 4P.

Puisque deg Q' < 3, deg X2Q' < 4. On remarque aussi que deg XQ < 4. Ainsi, on trouve bien que X2P'—4X P+4P
est de degré inférieur ou égal a 4, i.e. X?>P' —4X P + 4P € Cy4[X]. O

On remarquera que cet exemple illustre la nécessité de raisonner finement : un raisonnement appliquant directement
la propriété 1.9 aurait simplement prouvé que deg (X 2P’ —4XP + 4P) < b,
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2 Factorisation et racines

2.1 Identités remarquables dans C[X]

On présente ici deux identités remarquables classiques trés utiles qui nous permettent de commencer a voir que
les nombres complexes sont le bon cadre pour étudier les polynémes.

o Propriété 2.1

L X2+1=(X—i)(X+1)

SE

— (s 1
2. X3 1= (X -D)(X24+ X +1)= (X - 1)(X —j) (X =) ennotantj:e%:—§+i—.

Le lemme qui suit établit des relations entre coefficients et racines des trinémes du second degré.

2 Lemme 2.2 — Relations coefficients /racines

Si on connait la somme s et le produit p de deux nombres (réels ou complexes) a et b, on peut
retrouver ces deux nombres : ce sont exactement les racines du polynéme X2 — sX + p.

Démonstration. Le polynéme P = (X — a)(X — b) a admet exactement a et b comme racines.

OrP=X?2—-bX —ax+ab=X%2—sX +p. O
‘ # Exemple 2.3 w
‘ Déterminer deux nombres dont la somme vaut -8 et le produit -10. J

L’exercice suivant illustre le caractére mon-systématique du calcul du discriminant dans la recherche de racines
d’un trinéme du second degré.

‘ 4 Exemple 2.4 w

‘ Veérifier que 2 est racine de X2 — 19X + 34. En déduire 'autre racine sans calculer de discriminant. J

2.2 Racine d’un polyndéme

‘ E Définition 2.5 w

‘ On dit qu’un scalaire a € K est une racine d’un polynéme P € K[X] si P(a) = 0. J

Déterminer les racines d’un polyndéme P, c’est résoudre I’équation P(x) = 0. On fera cependant attention au
vocabulaire : on parle de solutions d’une équation, mais de racine d’un polynome.

Chercher une racine évidente d’un polynoéme, c’est vérifier si 0, 1, —1, 2,2,7 ou —i sont racines de ce polynéme.
Selon le contexte, d’autres nombres pourraient étre considérés comme racines évidentes.

Vd Exemple 2.6 — Racines évidentes

Chercher une racine évidente au polynéme P = X3 + 1.

A Exercice a la maison 2.7 — Automatismes

Quel(s) indice(s) doit-on chercher pour vérifier que 0 est racine d’un polynéme ? Quel(s) indice(s)
doit-on chercher pour vérifier que 1 ou -1 sont racines d’un polynéme 7
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B Définition 2.8 w

On dit que le polynome B € K[X] divise le polynome A € K[X] sl existe @ € K[X] tel que
A= BQ.

Racines et factorisation : le lien fondamental

‘ W Théoréme 2.9 — Caractérisation d’une racine

~— |

‘ Un scalaire a € K est une racine d’un polynéme P € K[X] si et seulement si (X — a) divise P.

Démonstration admise.

Ce théoréme fait le pont en reliant un probléme numérigue (résoudre une équation) et un probléme algébrigue
(factoriser un polynome).

# Exemple 2.10

Factoriser dans C[X] le polynome X3 + 1 en un produit de polynomes de degré 1.

9 Corollaire 2.11 — Généralisation a plusieurs racines

Soit P € K[X] et soient a1, as,...,a, € K des scalaires deux a deux distincts.
Les scalaires aq, ..., a, sont des racines de P si et seulement si (X —aj)...(X — a,) divise P.

J

Ce résultat est souvent mal appliqué en ignorant ’hypothése de scalaires deux & deux distincts : si (X —a)? divise
P, alors a est bien racine de P, mais si a est racine de P, rien ne garantit que (X — a)? divise P. On verra dans
le paragraphe suivant sous quelle(s) condition(s) on obtient cette derniére assertion.

‘ @ Propriété 2.12 W

‘ Le nombre de racines distinctes d’un polynéme non nul est majoré par son degré. J

©® Remarque 2.13

L’hypothése de non-nullité est fondamentale car le polynéme nul admet une infinité de racines alors
que son degré est —oo.

2.3 Ordre de multiplicité d’une racine

Le nombre de racines d’un polynoéme ne suffit pas & déterminer son degré (et réciproquement). Par exemple, le
polynome P = (X —1)2(X +2) est de degré 3 mais admet deuz racines distinctes. Pour expliquer qu’il est de degré
8, on voudrait pouvoir dire que la Tacine 1 compte deux fois.

E Définition 2.14

Soit P un polynéme non nul.

On appelle ordre de multiplicité d’une racine a de P le plus grand entier naturel m tel que
(X — a)™ divise P. On dit que a est une racine simple de P si m = 1 et une racine multiple si
m = 2.

On peut reformuler la définition précédente : un nombre a est racine de P de multiplicité m si (X —a)™ divise P
mais pas (X — a)™ L.
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©® Remarque 2.15

La définition de la multiplicité est subtile : si (X —a)? divise P, on ne peut pas dire que a est racine
de P de multiplicité exactement 3, mais que a est racine de P de multiplicité au moins 3.

‘ W Théoréme 2.16 — Caractérisation des racines multiples W

‘ Un scalaire a € K est une racine multiple d’un polynéme P si et seulement si P(a) = P'(a) = 0. J

On remarquera que cette propriété ne précise pas d’ordre de multiplicité.

‘ &/ Exemple 2.17 - @ W

‘ Etudier I'existence d'une éventuelle racine multiple du polynoéme P = 2X3 —4X? — 30X + 72. ’

Démonstration. On pourrait commencer par chercher des racines évidentes, mais ¢a pourrait ne pas fonctionner
et surtout, il y a plus malin : une analyse synthése.

Analyse. Supposons que P admet une racine multiple a. Alors a serait aussi racine de P! = 6X2% —8X —30. Puisque
P’ est de degré 2, on sait trouver ses racines (par calcul de discriminant) : 3 et —g. Ainsi a = 3 ou a = —%.
L’analyse est alors terminée : nous avons trouvé des candidats pour a (si tant est qu’il existe !).

Synthése. Puisque P(3) = 0, 8 est racine multiple de P. S’il était de multiplicité 3, alors on pourrait écrire
P =2(X — 3)3. Puisque le coefficient constant de 2(X — 3)3 est -5/ et non 72, ceci est absurde. On en déduit que
3 est de multiplicité exactement 2 (le raisonnement qui précede permettrait aussi de trowver sans difficulté que la
derniére racine de P est -4). O

— Corollaire 2.18

1. Tout polynéme non nul de degré n > 0 admet au plus n racines.

2. Tout polyndéme admettant strictement plus de racines que son degré est le polynéme nul.

Vi Exemple 2.19 - @

Montrer qu’il n’existe aucun polynéme périodique non constant dans R[X] ou C[X].

Démonstration.  Supposons par labsurde qu’il existe un polynome périodique non constant P € K[X]. Notons T
une période de P (T > 0). Alors :
VYn € Z, P(nT) = P(0).

On a alors trouvé une infinité de racines au polynéome Q@ = P — P(0) : les réels nT pour tout n € Z. On en déduit
que @ est le polyndome nul, donc que P est constant, ce qui est absurde. O

2.4 Viens dans C !

Voici maintenant le passage décisif : quittons R pour C. Un fait remarquable attend : les racines complexes d’un
polynome & coefficients réels vont par paire !

o Propriété 2.20

Si un nombre complexe a est racine d’'un polyndéme P & coefficients réels, alors @ est racine de P.

W Théoréme 2.21 — Théoréme de d’Alembert-Gauss

Tout polynéme non constant a coefficients complexes admet au moins une racine complexe.




Mathématiques Polynémes BCPST 2 - JBS

Démonstration admise.

En appliquant ce résultat autant de fois que nécessaire, on peut factoriser tout polynome non constant dans C[X]
comme polyndme de degré 1.

W Théoréme 2.22 — Factorisation dans C[X]

Tout polynéme non constant P € C[X] s’écrit de maniére unique sous la forme factorisée suivante
T
P=X] (X —an)™.
k=1
ou :

e \ # 0 est le coefficient dominant de P.

e r est le nombre de racines distinctes a1, ..., a, de P, de multiplicités respectives mq, ..., m,.

Démonstration admise.

— Corollaire 2.23

Tout polynéme non constant de C[X] de degré n € N* admet exactement n racines, comptées avec
multiplicité.

Par ce corollaire, on voit que la définition de la multiplicité est la bonne : elle permet de dénombrer correctement
les racines pour faire le lien avec le degré.

4 Exemple 2.24 - @ 1

Vérifier que i est racine du polynome P = X* 4 2X3 4 6X? 4 2X + 5 puis factoriser P dans C[X]
(i.e. comme produit de polynomes de degré 1).

Démonstration.  Vérifions que i est bien racine de P :
P()=i*+2i® +6i2+2i+5=1-2i—6+2i+5=0.

Puisque P est un polyndéme a coefficients réels, —i est aussi racine de P. Or P est de degré 4, donc il existe des
réels a, b et ¢ tels que P = (X —i)(X +i)(aX? 4+ bX + ¢). Ainsi :

P=(X-)(X+)(aX?+bX +c)=(X*+1)(aX*+bX +¢) =aX* + X+ (a+c)X* +bX +c
Par identification des coefficients de P, on trouve quea =1, b=2 etc="5. Ainsi P = (X —4)(X +4)(X*+2X +5).

Le discriminant du trinéme X2 4+ 2X + 5 étant égal & -16, on trouve que —1 + 4i et —1 — 4i sont ses racines. On
en déduit la factorisation de P dans C[X] : P= (X —i)(X +)(X + 1 — 4i)(X + 1 + 44). O

Une factorisation dans R[X] ne peut pas toujours s’écrire comme un produit de polynomes de degré 1, mais la
propriété 2.20 permet de factoriser en un produit de polynomes de degré 1 (a racines réelles) et de degré 2 de
discriminant strictement négatif.

( A Exercice a la maison 2.25 ’

Veérifier que €7 est racine de P = X3 + X2 + (-1 —+v2) X + 1+ /2 puis factoriser P dans R[X]. ’

Démonstrations a connaitre
e Exemple 1.14 (majorer - finement - le degré d’un polynome).
e Exemple 2.17 (déterminer si un polyndéme admet une racine multiple).
e Exemple 2.19 (lien entre degré et nombres de racines d’un polynomes).
e Exemple 2.24 (racines conjuguées d’un polynome a coeflicients réels, factoriser un polynome).
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