Mathématiques Espaces vectoriels BCPST 2 J-B. Say

Dans tout ce chapitre, la notation K désigne I’ensemble R ou C.

1 Espaces vectoriels sur K

1.1 Définition et premiéres propriétés
Définition 1
On dit qu'un ensemble E est un espace vectoriel sur K (on dit encore un K-espace vectoriel) s’il est muni :

e d’une loi de composition interne généralement notée “+”’

ExE — E
(r,y) = x+y

vérifiant :

(i) Y(z,y) € E%, x +y =y + 2 (commutativité de la loi +),
(ii) Y(z,y,2) € B3, (x +y) +2 =2+ (y + 2) (associativité de la loi +),
(i) zp € E, Yy € E, x0+y =y (ezistence d’un élément neutre pour la loi +).
Cet élément neutre (pour la loi +), généralement noté Op, est appelé vecteur nul de E.
(iv) Ve e E, 3lye E, x+y=y+x = 0g (existence d’un opposé a tout vecteur).
Pour tout x € E, ’élément y est appelé opposé de z, et noté —x.

e d’une loi de composition externe généralement notée “.”

KxFE — FE
\x) — Az

vérifiant :

(i) VO\, pu) € K2, Vo € B, (A + p).x = \x + p.x (distributivité a gauche),

(ii) VA € K, V(z,y) € E%, A\(x +y) = Az + Ay (distributivité a droite),

(iii) V(\, p) € K2, Vo € E, \.(p.w) = (A\p).z (associativité du produit dans K et de la loi .),
(iv) Ve € E, 1.z = x.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et ceux de K scalaires.

Exemple 2

e R est un R-espace vectoriel.

e C est un R-espace vectoriel et un C-espace vectoriel.

Pour tout n € N*, K" est un K-espace vectoriel.

L’ensemble RY des suites réelles est un R-espace vectoriel.

L’ensemble des fonctions d’un ensemble X dans R, noté F(X,R), est un R-espace vectoriel.

Les ensembles de fonctions continues, dérivables, C™(I,R) ou encore C*°(I,R) sont des R-espaces vectoriels.

L’ensemble K[X] et, pour tout n € N, K,,[X] sont des K-espaces vectoriels.

Pour tout (n,p) € (N*)*, M, (K) est un K-espace vectoriel.
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1.2 Sous-espaces vectoriels

1.2.1 Définition et caractérisation

Définition 3

On dit qu'un ensemble F' est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel E (sur K) si I’ensemble F' vérifie les
propositions suivantes :

(i) FCEetOgeF,
(ii) V(z,y) € F?, x +y € F (F est stable par la loi +),

(iii) Vo € F, VA€ K, Ax € F' (F est stable par la loi .).

Exemple 4

e L’ensemble des solutions d’une équation différentielle homogene d’ordre 1 de la forme ¢’ = ay (o a est une
fonction de classe C°(I,R)) est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des fonctions dérivables sur 1.

e Le résultat est identique pour ’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre
2 de la forme 3" + py’ + qy = 0 ot (p, q) € R2.

Proposition 5 (admise)

Un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel est lui-méme un K-espace vectoriel.

Remarque 6

La plupart des espaces vectoriels considérés seront des sous-espaces vectoriels d’espaces vectoriels connus. La
propriété précédente permet alors de réduire le nombre d’hypothéses pour vérifier qu'un ensemble est un espace
vectoriel.

Théoréme 7 (Caractérisation des sous-espaces vectoriels (admise))

Soit E un K-espace vectoriel. L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E si, et seulement si,

FCE,
Op e F
VA eK, V(z,y) € F2, Az +y € F.

Exemple 8 O
| Pour tout n € N, K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Exemple 9
H L’ensemble F' = {P € R5[X] | P'(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de R5[X].
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Exemple 10
H L’ensemble F' des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de ’ensemble RY des suites réelles.

1.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels

Théoréme 11 (admis)

L’intersection de deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de FE.

Remarque 12
‘ Ce résultat se généralise & un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E.

Exemple 13
L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a coeflicients dans K, & n équations et p inconnues est
un sous-espace vectoriel de KP.

1.2.3 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

Proposition-Définition 14

Soit (e, ..., e,) une famille de n vecteurs d’un espace vectoriel E.
L’ensemble des combinaisons linéaires de la famille de vecteurs (eq, ..., e,) est un sous-espace vectoriel de E, appelé
sous-espace vectoriel engendré par la famille (eq,...,e,) et noté :

Vect(el,. . .,en) = {Z)\kek ‘ ()\1,...,)\71) S Kn} .
k=1

Démonstration.

Remarque 15 (A retenir !)

x € Vect(ey,...,e,) < EI()\l,...,)\n)EK",a::Z)\kek.
k=1
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Exemple 16
L’ensemble F' ci-dessous est un sous-espace vectoriel de Mo (R).

P {(g b) € Ms(R) | (a,b) GRQ}.

a

Exemple 17
L’ensemble F' ci-dessous est un sous-espace vectoriel de I'ensemble RR des applications réelles définies sur R.

F = {:cr—>acosaz+bsinx+c| (a,b,c) €R3}.

2 Dimension d’un espace vectoriel

2.1 Famille génératrice finie
Définition 18
Une famille (eq,...,e,) de vecteurs d'un espace vectoriel E est dite génératrice si :

E = Vect(ey, ..., en),

i.e. si tout vecteur de F peut s’écrire comme combinaison linéaire de la famille de vecteurs (eq, ..., ey,).

Exemple 19
‘ La famille ((1, 0,0),(1,1,0), (1,1, 1)) est une famille génératrice de R3.

Exemple 20
H L’espace vectoriel C3[X] est engendré par la famille (1, X, X2, X3).
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2.2 Famille libre finie
Définition 21

Une famille (ey,...,e,) est dite libre si pour tout n-uplet (A1,...,A,) € K", on a I'implication suivante :

(i Aeeh = 0) N (Vk e [L:n], M = 0).
k=1

On dit aussi que les vecteurs ey, ..., e, sont linéairement indépendants.
Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée.

Remarque 22

e Une famille d’un seul vecteur est libre si, et seulement s’il est non nul.

e Une famille de deux vecteurs est libre si, et seulement s’ils sont non colinéaires.
Ce résultat devient faux pour des familles d’au moins trois vecteurs.

Par exemple, en posant e; = (1,1), ea = (=1, —2) et e3 = (0,1), la famille (eq, e2, e3) de vecteurs de R? est
lice (malgré le fait que ces vecteurs ne soient pas deux-a-deux colinéaires).

Proposition 23 (admise)

Une famille (eq,...,ey,) est liée si, et seulement si, 'un des vecteurs de la famille peut s’écrire comme combinaison
linéaire des autres de la famille.

Exemple 24
H La famille <X2, X(X—-1),(X - 1)2) est une famille libre de R[X].

Théoréme 25 (Q)

Toute famille finie de polynémes non nuls, de degrés deux-a-deux distincts, est libre.

Démonstration.
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2.3 Base d’un espace vectoriel
Définition 26
On dit qu’une famille de vecteurs est une base d’un espace vectoriel E si cette famille est & la fois une famille libre

et génératrice de I'espace vectoriel E.

Proposition-Définition 27 (admise)

Une famille (eq,...,e,) est une base d'un K-espace vectoriel E si, et seulement si, tout vecteur = de E s’écrit de
maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base :

n
Tr = E /\kek
k=1

Les vecteurs Aieq, ..., A,e, sont appelés les composantes du vecteur x dans cette méme base.
Le n-uplet (A1,...,\,) € K" est appelé coordonnées du vecteur x dans la base (ej,...,e,). Elles se notent
généralement matriciellement :

A1

An

Remarque 28 (Attention !)

e Contrairement aux familles libres ou génératrices, ’ordre des vecteurs d’une base a son importance : on ne
voudrait pas mélanger des coordonnées de vecteur !

e [’utilisation de la notation matricielle des coordonnées d’un vecteur dans une base doit s’effectuer unique-
ment lorsque cette base est clairement identifiée !

Une fois de plus, attention donc aux changements de base : ils sont souvent sources d’erreurs !

e Un vecteur de R™ n’est généralement pas égal a ses coordonnées !

1
Le vecteur u = (3,1,6) € R? a pour coordonnées [ 2 | dans la base ((1, 1,1),(1,0,1),(0,0, 1)) de R3.
3
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Exemple 29
H Déterminer une base du sous-espace vectoriel de C* des solutions de I’équation différentielle 3" + 2y’ — 12y = 0.

Exemple 30 (Bases canoniques a connaitre)
e La famille de vecteurs (ej, ..., e,) définie par :
er=(1,0,...,0), ... Lex=(0,...,0, _1_ ,0,...,0), ... ,en=(0,...,0,1)
k-éme place

est la base canonique de ’espace vectoriel K”.
e La famille (1, X, X2,..., X") est la base canonique de K,[X].

e Pour tout ¢ € [1,n] et tout j € [1,p], on note E; ; la matrice de M,, ,(K) remplie de 0 sauf a la i-éme ligne,

j-éme colonne ot elle contient 1. La famille (E; ;)i1<i<n est la base canonique de M,, ,,(K).
NS Y

2.4 Dimension d’un espace vectoriel

Définition 31

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie, s’il admet une famille génératrice finie.
Exemple 32

e Pour tout entier n € N*, K" et K,,[X] sont de dimension finie.

e L’espace vectoriel K[X] n’est pas de dimension finie.

7
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Théoréme 33 (admis)

(i) Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

Soient £ une famille libre, G une famille génératrice et B une base de F. Alors :

card £L < card B < card G.

(ii) Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont méme cardinal (i.e. méme nombre de vecteurs),
appelé dimension de 'espace vectoriel et noté dim E (parfois dimg E).

Proposition 34 (Familles libres, familles génératrices, bases et dimension (admis))

Soit E un espace vectoriel de dimension n.
(i) Toute famille libre posséde au plus n vecteurs.
(ii) Toute famille génératrice posséde au moins n vecteurs.
(iii) Toute famille d’au moins n + 1 vecteurs est liée.
)

(iv) Toute famille d’au plus n — 1 vecteurs n’est pas génératrice.

Théoréme 35 (Théoréme de la base incompléte (admis))

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toute famille libre peut étre complétée en une base.

Théoréme 36 (admis)

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, on peut extraire une base de toute famille génératrice.

Théoréme 37 (V)

Soit F une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension finie.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) F est une base de E.
(ii) F est une famille libre de F et card F = dim E,

(iii) F est une famille génératrice de E et et card F = dim E.

Démonstration.
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Exemple 38 (Dimension des espaces vectoriels usuels Q)
(i) dimK"™ =n

(i

1) dmK,[X]=n+1

(iii) dimeC =1 et dimg C = 2
(iv) dim M, p(K) = np

)

(v

K[X] et RR sont des espaces vectoriels de dimension infinie.

Proposition 39 (admise)

Tout sous-espace vectoriel ' d’un espace vectoriel E de dimension finie est de dimension finie et dim F' < dim E.
De plus, il y a égalité si, et seulement si £ = F.

Définition 40
Soit F un espace de dimension finie n. Dans E, on appelle :
e droite tout sous-espace vectoriel de E de dimension 1.

e plan tout sous-espace vectoriel de E de dimension 2.

e hyperplan tout sous-espace vectoriel de F de dimension n — 1.

2.5 Rang d’une famille de vecteurs
Définition 41
Soit E un espace vectoriel.

On appelle rang d’une famille de vecteurs (ey,...,e,) de E la dimension du sous-espace vectoriel Vect(ey, ..., ey,)
engendré par cette famille. On note :

rg(ey,...,e,) = dim Vect(eq, ..., e,).
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Proposition 42

Soit (uy,...,up) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n.
On a alors les résultats suivants :

(i) rg(ui,...,up) < p, avec égalité si, et seulement si, (u1, ..., up) est une famille libre.
(ii) rg(ui,...,up) < n, avec égalité si, et seulement si, (u1,...,up) est une famille génératrice de E.
Démonstration.

Proposition 43 (Invariance du rang par les opérations élémentaires (admise))

Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E. Soit A € K\ {0} et soit (A1,...,\p—1) € KP7L.
On a alors les résultats suivants :

(1) rg(ul, ey Ug—1,Ugs U1 - - - ,Uj_l,Uj,Uj+1,. . .,up) =Trg (ul, e ,ui_l,uj,uﬂ_l e ,uj_l,ui,uj_,_l, . .,up).

(i) rg(ur,...,up—1,up) =18 (UL, .., Up—1, AUp).

p—1
(i) rg(ur,...,up—1,up) =18 (ul, e Up—1, Up + Z )\kuk) .

k=1

Remarque 44 (A retenir)
Le rang d’une famille est conservé lorsqu’on effectue les opérations élémentaires suivantes :

e permutation de deux vecteurs,
e multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul,
e ajout & 'un des vecteurs d’'une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Le rang peut se calculer comme le rang de la matrice des coordonnées de la famille dans n’importe quelle base, a
laide de l'algorithme du pivot de Gauss.

10
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Exemple 45
Considérons les cing vecteurs de R* suivants :

up = (1,1,1,1), ug = (-1,2,0,1), ug = (3,2,—1,-3), ug = (3,5,0,—1) et us = (3,8,1,1).

On a : rg(u1, ug, u3, s, us) = 3.

Exemple 46
Montrons successivement que le rang de la famille F = (X — 1, X + 1, X2 + 1) de polynémes de R[X] vérifie :

(i) rg(F) =1 (ii) rg(F) <3 (iii) rg(F) > 2 (iv) rg(F) = 3.

11



