CHAPITRE 4

Espaces vectoriels

Les vecteurs du plan et de I’espace ne sont pas les seuls objets que 'on peut additionner et multiplier par
un scalaire. Les polynémes, les fonctions, les suites ou encore les matrices possédent les mémes propriétés
algébriques. La notion d’espace vectoriel permet de regrouper ces situations sous un méme cadre théorique.
Cette unification est 'une des grandes forces de ’algébre : la reconnaissance de structure permet de montrer
des propriétés communes a tous I’ensemble munis d’une structure identique.

SOMMAIRE

1 Espaces vectoriels sur K. .. ... ittt ittt ittt ittt
1.1 Définition et premiéres propri€tés. . . . . . . oottt
1.2 Sous-espaces vectoriels

1.2.1 Définition et caractérisation . . . . . . . . . . i

1.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels . . .. ... . e

1.2.3 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs . .. .........................

2 Dimension d’un espace vectoriel . ... ... ... i i i i i e i
2.1 Famille génératrice finie. . . . . . . ...

2.2 Famille libre finie . . . . . .

2.3 Base d’un espace vectoriel

0 N O Ot UL s ke W ow NN

2.4 Dimension d’un espace vectoriel

2.5 Rang d’une famille de vecteurs. . . . .. .. 11

OBJECTIFS

e Identifier un espace vectoriel.

e Montrer qu’un ensemble est sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel de référence.
e Montrer qu’une famille est libre, génératrice ou une base d’un espace vectoriel.

e Déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base.

e Déterminer une base d’un espace vectoriel.

e Utiliser le rang (et plus généralement des arguments de dimension).
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Dans tout ce chapitre, la notation K désigne ’ensemble R ou C.

1 Espaces vectoriels sur K

1.1 Deéfinition et premiéres propriétés

E Définition 1.1

On dit qu'un ensemble F est un espace vectoriel sur K (on dit encore un K-espace vectoriel) s'il est
muni :

e d’une loi de composition interne généralement notée « + »

ExE — E
(z,y) = z+y

vérifiant :
1. V(x,y) € E?, 2 +y =y + 2 (commutativité de la loi +),
2. Y(z,y,2) € B3, (x+y)+2z=x+ (y+ 2) (associativité de la loi +),
3. dag € E, Yy € E, x9+y =y (existence d’'un élément neutre pour la loi +).
Cet élément neutre (pour la loi +), généralement noté Og, est appelé vecteur nul de E.
4. Vexe B, Ay e E, x+y=y+z = 0g (existence d'un opposé a tout vecteur).
Pour tout x € F, ’élément y est appelé opposé de z, et noté —x.

e d’une loi de composition externe généralement notée « . »

KxE — FE
(Nzx) = Az
vérifiant :
L. VO, p) €K? Vo € E, (A p).x = Ao + p.o (distributivité a gauche),
2. VA €K, Y(z,y) € E?, \.(z +y) = Az + \y (distributivité a droite),
3. V(\, ) € K2, Vo € E, \.(u.w) = (M\u).z (associativité du produit dans K et de la loi .),
4. Vr e E, 1l.x = x.

Les éléments de E sont appelés vecteurs et ceux de K scalaires.

On a déja rencontré nombre d’espaces vectoriels. On présente ci-dessous une liste d’espaces vectoriels & connaitre.

# Exemple 1.2 - Espaces vectoriels de référence

e R est un R-espace vectoriel.

e C est un R-espace vectoriel et un C-espace vectoriel.

e Pour tout n € N*, K” est un K-espace vectoriel.

e L’ensemble RY des suites réelles est un R-espace vectoriel.

e L’ensemble des fonctions d’un ensemble X dans R, noté F(X,R), est un R-espace vectoriel.

e Les ensembles de fonctions continues, dérivables, C"(I,R) ou encore C*(I,R) sont des R-
espaces vectoriels.

e L’ensemble K[X] et, pour tout n € N, K,,[X] sont des K-espaces vectoriels.
e Pour tout (n,p) € (N*)2, M, ,(K) est un K-espace vectoriel.
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A Exercice a la maison 1.3

Montrer que les ensembles précédents sont bien des espaces vectoriels, en précisant les deux lois de
compositions ainsi que le corps des scalaires K.

On peut définir la soustraction de deux vecteurs en notant x —y = x + (—y). On obtient alors les régles de calcul
ci-dessous.

@ Propriété 1.4 - Régles de calcul

Soit E un espace vectoriel sur K. Soient (z,y) € E? et (\, 1) € K2. On a alors :
1. e =0g < A=0ouzxz=0g
2. (-1)x=—-z
3. A—p)zx=Az—px

Démonstration admise.

1.2 Sous-espaces vectoriels

1.2.1 Définition et caractérisation

E Définition 1.5

On dit qu’'un ensemble F' est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel E (sur K) si 'ensemble
I vérifie les propositions suivantes :

1. FCE,
2. 0p € F,

3. Y(z,y) € F?, x +y € F (F est stable par la loi +),
4. Vx € F, VA € K, A\.x € F (F est stable par la loi .).

@ Propriété 1.6

Un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel est lui-méme un K-espace vectoriel.

©® Remarque 1.7

Pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel, il suffira de montrer qu’il constitue un sous-
espace vectoriel d'un espace vectoriel qui le contient. C’est pourquoi il est important de connaitre
les espaces vectoriels de référence, décrits a I’exemple 1.2.

W Théoréme 1.8 — Caractérisation des sous-espaces vectoriels

Soit F un K-espace vectoriel. L’ensemble F' est un sous-espace vectoriel de F si, et seulement si,

FCE,
Ogp e F
VA €K, V(x,y) € F?2, Az +y € F.

Démonstration admise.



Mathématiques Espaces vectoriels BCPST 2 - JBS

# Exemple 1.9

L’ensemble F = {(z,y,2) € C? | x — y + 22 = 0} est un sous-espace vectoriel de C3.

# Exemple 1.10 - @@

Pour tout n € N, K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].

Démonstration. Soit n € N.
e Par définition, K, [X]| C K[X].
o Le vecteur nul de K[X], i.e. le polynome nul, appartient ¢ K, [X].

e Soient X\ un scalaire et P et Q deux polynomes de K, [X]. On sait que AP + Q est un polynoéme (puisque
K[X] est un espace vectoriel) dont le degré vérifie :

deg(AP + Q) < max(deg(AP),deg(Q)) < max(deg(P),deg(Q)) < n.

Ainsi AP + Q € K, [X], i.e. K,[X] est stable par combinaisons linéaires.

On a donc bien prouvé que, pour tout n € N, K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X]. O

‘ A Exercice a la maison 1.11 ’

{ L’ensemble F des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de ensemble RY des suites réelles. ’

1.2.2 Intersection de sous-espaces vectoriels

‘ ¥ Théoréme 1.12 W

L’intersection de deux sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel F est encore un sous-espace
vectoriel de E.

Démonstration admise (excellent exercice a faire a la maison).

©® Remarque 1.13

Ce résultat se généralise & un nombre fini de sous-espaces vectoriels de F.

# Exemple 1.14 w

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne & coefficients dans K, & n équations et p
inconnues est un sous-espace vectoriel de KP?.

1.2.3 Sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

@& Propriété 1.15

Soit (eq,...,en) une famille de n vecteurs d'un espace vectoriel E. L’ensemble des combinaisons
linéaires de la famille de vecteurs (eq, ..., e,) est un sous-espace vectoriel de E, appelé sous-espace
vectoriel engendré par la famille (ey,...,e,) et noté :

Vect(eq,...,en) = {Z)\kek (M, ) € K”}
k=1
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©® Remarque 1.16 - Equivalence & retenir !

On n’oubliera pas le quantificateur existentiel ici :

x € Vect(eq,...,en) < I(A,...,\y) €K™,z = Z)\kek.
k=1

Lorsqu’un espace vectoriel s’écrit par compréhension (i.e. qu’on décrit la forme de ses éléments), on peut facilement
en trouver une famille génératrice.

4 Exemple 1.17

Déterminer une famille génératrice de F = {(z,y,2) € C3 | 2 — y + 2z = 0}.

V Exemple 1.18

L’ensemble F ci-dessous est un sous-espace vectoriel de I’ensemble RR des applications réelles définies
sur R.
F={zw acosz+bsinz+c|(abc)e R3} :

2 Dimension d’un espace vectoriel

2.1 Famille génératrice finie

E Définition 2.1

Une famille (eq,...,e,) de vecteurs d'un espace vectoriel E est dite génératrice de E si :
E = Vect(ey, ..., en),

i.e. si tout vecteur de E peut s’écrire comme combinaison linéaire de la famille de vecteurs (e, . .., e,).
On dit aussi que I'ensemble E est engendré par la famille (eq,...,e,).

# Exemple 2.2

La famille ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice de R?.

4 Exemple 2.3

La famille ((1, 0,0), (0,1, 0)) n’est pas génératrice de R3.

7 Exemple 2.4

L’espace vectoriel C3[X] est engendré par la famille (1, X, X2, X3).
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2.2 Famille libre finie

B Définition 2.5
Une famille (eq,...,e,) est dite libre si pour tout n-uplet (A1,...,\,) € K" on a I'implication
suivante :

n

<Z)\kek = o) = (Vk € [L;n], A =0).

k=1
On dit aussi que les vecteurs eq,...,e, sont linéairement indépendants. Dans le cas contraire,
on dit que la famille est liée.

J

Cette définition garantit qu’aucun vecteur d’une famille libre ne peut s’écrire comme combinaison linéaire des
n—1 n

autres vecteurs de la famille : si on avait e,, = Z A€, on aurait alors Z Awer = 0 avec A, = —1 # 0, ce qui est

k=1 k=1
exclu. On vient de démontrer 'implication réciproque de la propriété 2.7.

©® Remarque 2.6

e Une famille d’un seul vecteur est libre si, et seulement s’il est non nul.

e Une famille de deux vecteurs est libre si, et seulement s’ils sont non colinéaires.
Ce résultat devient faux pour des familles d’au moins trois vecteurs. Par exemple, en posant e; =
(1,1), e2 = (—=1,-2) et e3 = (0,1), la famille (e1, ez, e3) de vecteurs de R? est liée (malgré le fait
que ces vecteurs ne soient pas deux a deux colinéaires).

o Propriété 2.7

Une famille (eq, ..., e,) est liée si, et seulement si, I'un des vecteurs de la famille peut s’écrire comme
combinaison linéaire des autres de la famille.

# Exemple 2.8 — Colinéarité

e La famille ((1,2),(1,3)) est libre car (1,2) et (1,3) ne sont pas colinéaires.

e La famille ((1, 0), (2, O)) est liée car (2,0) = 2(1,0) ; ces deux vecteurs sont colinéaires.

# Exemple 2.9 — Liberté d’une famille de fonctions €

La famille (cos, sin, exp) est une famille libre.

Démonstration.  Soit (a,b,c) € R? tel que acos+bsin+cexp =0, i.e. :
Vr € R, acos(z)+ bsin(z) + cexp(z) = 0. (1)

En évaluant la relation (1) en 0 et en 27, on obtient a+c = 0 et a+ce®™ = 0. En soustrayant ces deux égalités, on
trouve que ¢ = 0 (puisque €™ # 1). On en déduit alors que a = 0. La relation (1) devient alors bsin = 0. Puisque
sin n’est pas la fonction nulle, on trouve alors que b =0 et ainsi que a = b = ¢ = 0. La famille (cos,sin, exp) est
donc bien une famille libre. O

On dit que des polynomes sont de degrés étagés si leurs degrés sont deux & deux distincts. Le résultat suivant
est particuliérement utile pour identifier sans calcul des familles libres de polynémes.

‘ % Théoréme 2.10 - w

‘ Toute famille finie de polynémes non nuls de degrés étagés est libre. J
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Démonstration. Démontrons le résultat par récurrence sur le nombre n de polynémes de la famille.

Une famille d’un polynéme non nul est libre (et toujours de degrés étagés) ; la propriété est donc initialisée.

Soit n € N*. Supposons que toute famille de n polynéomes non nuls de degrés étagés est libre. Soient (Py, ..., Pyi1)
une famille de n + 1 polyndémes non nuls de degrés étagés. Sans perdre de généralités et quitte & permuter les

polyndmes, on peut supposer que :
deg Py < ---<degP, <degP, 1.

Soient A1,..., A\nt1 des scalaires tels que :
n+1
> ePr =0. (2)
k=1
Supposons que An11 # 0. On aurait alors que :
P = ! 2":)\ P
n+1 — /\n+1 £ kLk-

Ainsi
deg P11 < 1121]?2( deg P, < deg P,

RN

ce qui est absurde. On en déduit donc que A1 =0 ; la relation (2) devient alors :

Z AP = 0.
k=1
Par hypotheése de récurrence, la famille (Py,...,P,) est libre, donc \y = -+ = X\, = 0 = Ayj1. La famille
(Py,...,Pyy1) est donc libre, ce qui conclut la récurrence. 0
2.3 Base d’un espace vectoriel
B Définition 2.11 W

On dit qu’une famille de vecteurs est une base d’un espace vectoriel E si cette famille est a la fois
une famille libre et génératrice de I’espace vectoriel E.

En remarquant que la liberté d’une famille garantit I'unicité de ’écriture de toute combinaison de vecteurs de
cette famille, on obtient la propriété suivante.

@ Propriété 2.12

Une famille (eq,...,e,) est une base d’un K-espace vectoriel E si, et seulement si, tout vecteur de
FE s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs de la base, i.e. si, et seulement
Si:

Ve e B, 3 (A, dn), 2= Mek
k=1

Les vecteurs Ajeq, ..., \pep, sont appelés les composantes du vecteur x dans cette méme base. Le
n-uplet (A1,...,A,) € K" est appelé les coordonnées du vecteur x dans la base (eq,...,e,). Elles
se notent généralement matriciellement :

A1

An

Démonstration admise.
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©® Remarque 2.13 - Attention !

e L’ordre des vecteurs compte. Contrairement aux familles libres ou génératrices, changer I'ordre
des vecteurs d’une base change les coordonnées d’un vecteur donné.

e La notation des coordonnées requiert une base clairement identifiée. Il faut toujours préciser
dans quelle base on donne les coordonnées d’un vecteur.

e Un vecteur de K™ n’est généralement pas égal & ses coordonnées ! Par exemple, le vecteur
1

u = (3,1,6) € R3 a pour coordonnées | 2 | dans la base ((1, 1,1),(1,0,1),(0,0, 1)) de R? mais
3

u # (1,2,3). C’est pour cette raison qu’on privilégiera la notation matricielle des coordonnées.

g . N o
# Exemple 2.14 — Bases canoniques a connaitre

1. La famille de vecteurs (e, ...,e,) définie par :

er=(1,0,...,0), ..., ex=(0,...,0, 1 ,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1)

k-éme place

est la base canonique de 'espace vectoriel K”.
2. La famille (1, X, X2,...,X") est la base canonique de K,[X].

3. Pour tout i € [1,n] et tout j € [1,p], on note E; ; la matrice de M,, ,(K) remplie de 0 sauf &
la i-éme ligne, j-éme colonne ot elle contient 1. On dit que les matrices E; ; sont les matrices

élémentaires de M,, ,(K). La famille (E; j)1<i<n est la base canonique de M,, ,(K).
1<g<p

7 Exemple 2.15 - €@

On sait que la famille B = (sin, cos, exp) est libre (exemple 2.9).

1. Justifier que B est une base de E = Vect(sin, cos, exp).

7r
2. Montrer que la fonction f : z — sin (a: + 8) appartient & F et déterminer ses coordonnées

dans la base B.

Démonstration.
1. La famille B est par définition génératrice de E ; puisqu’elle est libre, elle forme une base de E.
2. Pour toutx € R, on a :

3 1
f(z) = sin(z) cos (I> + sin (z) cos(z) = i sin(x) + = cos(x).
6 6 2 2
On en déduit que f = - sin —1—5 cos +0exp € Vect(sin, cos,exp) = E et ainsi que les coordonnées de f dans

V3
2
B sont données par la matrice colonne %
0

2.4 Dimension d’un espace vectoriel

‘ E Définition 2.16

‘ On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie, s’il admet une famille génératrice finie.

|\




Mathématiques Espaces vectoriels BCPST 2 - JBS

# Exemple 2.17

e Pour tout entier n € N*, K" et K,[X] sont de dimension finie.

e Pour tous entiers non nuls n et p, M,, ,(K) est de dimension finie.

% Théoréme 2.18

1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient £ une famille libre, G une famille géné-
ratrice et B une base de E. Alors :

card £ < card B < card G.

2. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont méme cardinal (i.e. méme nombre
de vecteurs), appelé dimension de ’espace vectoriel et noté dim E (parfois dimg F).

Démonstration admise.

Il est important de connaitre la dimension des espaces vectoriels de référence. On remarquera au passage que la
dimension d’un espace vectoriel dépend du corps des scalaires K choisi.

Y 3 ] 0 Az
# Exemple 2.19 — Dimension des espaces vectoriels de référence

dimK" =n

dimK,[X] =n + 1

dimg C = 2 (en tant que R-espace vectoriel) et dimg C =1 (en tant que C-espace vectoriel)
dim M,, ,(K) = np

K[X] et R® sont des espaces vectoriels de dimension infinie.

BNl

¢ Exemple 2.20 - @

Montrer que ’ensemble

F:{<a;b aib> € My(R) ‘ (a,b,c)eR3}

est un sous-espace vectoriel de Msy(R) dont on déterminera une base.

Démonstration. Puisque F' est défini par compréhension, cherchons-en une famille génératrice :
_ 1 0 -1 1 00 3|
F_{a<0 1)+b<0 1>+c<1 0>EM2(R)’(a,b,c)eR}—Vect(A,B,C)

en posant A = ((1) (1)>, B = <_01 1) et C = (? 8) Puisque A, B et C' appartiennent & M2(R), F est un

sous-espace vectoriel de Mo(R), engendré par la famille (A, B,C).

a+b
ainsi a =b=c¢ = 0. La famille (A, B,C) est donc libre ; ¢’est donc bien une base de F. O

Etudions la liberté de cette famille. Soit (a,b,c) € R? tel que aA + bB + cC = 0y. Alors (a ; b b ) = 0o, et
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@ Propriété 2.21 — Familles libres, familles génératrices, bases et dimension

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

1. Toute famille libre posséde au plus n vecteurs.

2. Toute famille génératrice posséde au moins n vecteurs.
3. Toute famille d’au moins n + 1 vecteurs est liée.
4

. Toute famille d’au plus n — 1 vecteurs n’est pas génératrice.

W Théoréme 2.22 — Théoréme de la base incompléte

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toute famille libre peut étre complétée en une base.

Démonstration admise.

W Théoréme 2.23 W

Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, on peut extraire une base de toute famille génératrice. J

Démonstration admise.

W Théoréme 2.24

Soit F une famille finie de vecteurs d’un espace vectoriel E de dimension finie. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

1. F est une base de E.
2. F est une famille libre de F et card F = dim F,
3. F est une famille génératrice de F et card F = dim E.

@& Propriété 2.25

Tout sous-espace vectoriel F' d’un espace vectoriel E de dimension finie est de dimension finie et
dim F' < dim E. De plus, il y a égalité si, et seulement si £ = F'.

Démonstration admise.

Vi Exemple 2.26 W

Montrer que Ry[X] = Vect(X + 1, X%+ 1, X% + X). J

La notion de dimension permet de voir les espaces vectoriels sous I'angle de la géométrie. On souhaite pouvoir
reproduire dans ces espaces certains outils et raisonnements réalisés dans R? ou R3.

E Définition 2.27

Soit F un espace de dimension finie n. Dans E, on appelle :
e droite tout sous-espace vectoriel de E de dimension 1.
e plan tout sous-espace vectoriel de E de dimension 2.

e hyperplan tout sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1.

10
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‘ # Exemple 2.28 - @ w

‘ Montrer que I'ensemble des solutions de I’équation différentielle (F) : y” + 3y’ + 2y = 0 est un plan. J

Démonstration. On reconnait une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2. L’équation caractéristique
associée est > +3r +2 = 0. L’ensemble des solutions de cette équation caractéristique est {—1;—2}. On en déduit
Uensemble F des solutions de (E) :

R — R
F:{ ¢ — Ae_t—|—,u,€_2t ’ (Avﬂ’) €R2} :{)‘f—’—ﬂgv ()\,,U,) €R2}7

en posant f it e tetg:t— e t. On a ainsi F = Vect(f,g). Puisque f et g sont continues sur R, F' est un
sous-espace vectoriel de lespace vectoriel CO(R,R) des fonctions continues de R dans R.

Etudions la liberté de la famille (f,g). Soit (\, ) € R? tel que A\f + pug =0, i.e. :
YVt ER, det 4+ pe = 0. (3)

En multipliant (3) par et, on trouve que : Vt € R, A+ pe~t = 0. Par passage a la limite lorsque t tend vers +oo,
on trouve que A = 0. En évaluant (3) en 0, on trouve que A+ p =0 et donc que p = 0. La famille (f,g) est donc
libre. Puisqu’elle engendre aussi F, elle en forme une base. On en déduit que l’ensemble des solutions de (E) est
de dimension 2, i.e. un plan. 0

( A Exercice a la maison 2.29

Montrer que I’ensemble F' des solutions d’une équation différentielle homogéne d’ordre 1 de la forme
y' = ay (on a: I — R est une fonction continue sur un intervalle I) est une droite.

2.5 Rang d’une famille de vecteurs

E Définition 2.30

Soit E un espace vectoriel. On appelle rang d’une famille de vecteurs (uy, ..., u,) de E la dimension
du sous-espace vectoriel Vect(uy,...,u,) engendré par cette famille. On note :

rg(ui, ..., up) = dim Vect(ug, ..., up).

J

La notion de rang est souvent peu utilisée alors qu’elle est trés utile : elle caractérise aussi les familles libres et
génératrices.

@& Propriété 2.31 — Lien entre familles libres/génératrices et leur rang €

Soit (up,...,up,) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension n. On a alors les
résultats suivants :

1. rg(ug, ..., up) <
Up) <

2. rg(ug,...,up)

, avec égalité si, et seulement si, (u1,...,up) est génératrice de E.

n
p, avec égalité si, et seulement si, (u1,...,up) est une famille libre.

Démonstration. Notons F' = Vect(u1,...,up) et F = (U1,...,Up).

1. Puisque Vect(u,...,up) C E, rg(u1,...,up) < dim E = n. De plus :

(u1,...,up) est génératrice de E < E = Vect(u,...,up)
& dim E = dim Vect(uq, ..., up) (car Vect(uy,...,up) C E)
< n =rgVect(u1, ..., up).

2. La famille F est génératrice de F donc son cardinal est supérieur & celui de n’importe quel base de F, i.e.
p > dimF =rg(uq,. .., up).

11
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Supposons que p = rg(F). Puisque F est génératrice de F' de cardinal égal o dim F, c’est une base de F,
donc une famille libre. Réciproquement, supposons que F est une famille libre. C’est donc une base de F
(puisque F est génératrice de F'). Ainsi card(F) = dim F, i.e. p =rg(uq,...,up).

O

@ Propriété 2.32 — Invariance du rang par les opérations élémentaires

Soit (u1,...,u,) une famille de vecteurs de E. Soit A € K\ {0} et soit (A1,...,Ap—1) € KP~1. On a
alors les résultats suivants :

1. rg(...,ui_l,ui,ui+1,...,uj_l,uj,uj+1,...) :rg(...,ui_l,uj,ui+1,...,uj_l,ui,uj+1,...).
2. rg(ur, ..., Up—1, up) = 18(UL, . .., Up—1, AUp).

p—1
3. rg(ut, ..., up—1,Up) :rg<u1,...,up1,up—l— E Ak”k)-

k=1

(i ) Remarque 2.33

Le rang d’une famille est conservé lorsqu’on effectue les opérations élémentaires suivantes :
e permutation de deux vecteurs,
e multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul,
e ajout & 'un des vecteurs d’une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Le rang peut se calculer comme le rang de la matrice des coordonnées de la famille dans n’importe
quelle base, a I'aide de l'algorithme du pivot de Gauss.

4 Exemple 2.34 - €@

Considérons les quatre vecteurs de R® suivants :
vl = (17 27 07 _L 3)7 V2 = (25 _17 17 07 _1)7 U3 = (07 57 _L _27 7)7 Vg4 = (77 _1737 _1)0)

Calculer de deux maniére rg(vy,...,vq).

Démonstration.

e Premiére méthode : étudions la liberté de la famille (v1,...,v4)/cherchons des relations de liaison.
4
Soit (A1,..., 1) € R* tel que Z Aevr = (0,0,0,0,0). On est alors amené a résoudre le systéme :
k=1
AM A2 +TA =0 M A2 +TN =0
2A01 — A+ 53— Ay =0 —5X o +5A3 — 154 =0 Ly« Ly — 2L,
A —A3+30=0 S A —A3+30,=0
7)\172)\37)\4:0 2)\272)\34’6)\4:0 L4<_L4+L1
BAM — X +T7X3=0 —Tho+TA3 =214 =0 Ls < L5 — 3L,

AM+2+7A=0
A2 —A3+30 =0

AL =23 — A\
=
A2 = A3 — 3\

En choisissant (A3, A\g) = (1,0), on trouve que (A1, A2) = (=2,1) et donc que —2v1 + vy +v3 =0, i.e. v3 =
2v1 —ve. En choisissant (As, A4) = (0,1), on trouve que (A1, o) = (—1,—3) et donc que —v; —3vs +v4 = 0,
i.e. vg = v1 + 3vg. Ainsi Vect(vy,ve,vs,v4) = Vect(vy,va, 201 — v9,v1 + 3vg) = Vect(v1,v2). On en déduit
donc que rg(vy,va, vs,vq) = rg(v1,v2) = 2 puisque les vecteurs vy et vo ne sont pas colinéaires.

12
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Deuzieme méthode : utilisons la matrice des coordonnées de la famille (v1,...,v4) dans la base canonique.
1 2 0 7
2 -1 5 -1
rg(vy,ve,v3,04) =1g [ O 1 =1 3

1 2 0 7
0 -5 5 15 L2 < L2 — 2L1
=rg|0 1 -1 3
0 2 —2 6 Ly Ly+ 14
0 -7 7 —21 L5 — L5 — 3L1
1 2 0 7
0 -5 5 15
—1g|0 0 0 0| Ly« 5Ls+Le
0 0 0 O Ly 5L4+ 2L
0 0 0 O Ls < 5Ls —TLo
=2.
O
4 Exemple 2.35
Montrer successivement que le rang de la famille F' = (X — 1, X + 1, X2 +1) de polynomes de R[X]
vérifie :
1. rg(F)>1
2. rg(F) <3
3. 1g(F) > 2
4. rg(F) = 3.

Démonstrations a connaitre

Exemple 1.10 (montrer qu’un ensemble est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel connu).
Exemple 2.9 (montrer la liberté d’une famille (de fonctions)).
Théoréme 2.10 : liberté d’une famille de polynémes non nuls de degrés étagés.

Exemple 2.15 (montrer qu’une famille est une base d’un espace vectoriel et déterminer les coordonnées d’un
vecteur dans une base).

Exemple 2.20 (montrer qu’un ensemble défini par compréhension est un espace vectoriel et en déterminer
une base).

Exemple 2.28 (calculer la dimension d’un espace vectoriel).
Propriété 2.31 : lien entre familles libres/génératrices et leur rang.

Exemple 2.34 (calculer le rang d’une famille).
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