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Espaces et sous-espaces vectoriels

Exercice 1.

[Corrigé| v

Déterminer, dans chaque cas, si ’ensemble est un sous-espace vectoriel de R2. Justifier.

A={(z,y) eR? | 2® —y?> =0} B ={(z,y) € R? | 2? +y* = 0}
C={(z+y,x—y) eR? | (z,y) eR?} D={(1+z,7) eR?|zeR}

Exercice 2. [Corrigé| vy

1 1 —1 1 -2 -5
Soient A= 0 2-—2i 0 et B=1[-2 i 4
—1 1 141 1 1 1

Montrer que E = {M € M3(C) | AM = M B} est un sous-espace vectoriel de M3(R).

deux matrices de M3(C).

Exercice 3.

[Corrigé| vy

Montrer que ’ensemble :
E={(u,) €CY|Vn €N, upy3— 6uyio+ 4u, =0}

est un C-espace vectoriel.

[Corrigé| ¥k

Exercice 4.
Soit @ € R. On considére deux vecteurs x = (1,—1,1) et y = (0,1,a) de R3.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que le vecteur u = (1,1,2)
appartienne a Vect(z,y).

2. Dans ce cas, comparer alors Vect(z,y), Vect(u,z) et Vect(u,y).

Familles libres, familles génératrices, bases

[Corrigé| vy
Les familles suivantes sont-elles des familles libres de R? ? Dans le cas contraire, établir une
relation linéaire liant les vecteurs de la famille, puis en extraire une famille libre.

Exercice 5.

1. Bl = (ulau27u3) ou Uy = (17 1a 1)7 Uz = (1772771) et ug = (17473)
2. BQ = (U15U27’U3) ou v = (15070)’ Vg = (la 170) et v3 = (1a la 1)

3. 83 = (tl,tg,tg) ol t] = (1,2, 1)7 to = (2,17—1) et t3 = (1,—1, —2).

[Corrigé] v

Exercice 6.
Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R3 suivants :

1. F = Vect(u,v) ot u = (1,1,0) et v = (2,1,1).
2. F = Vect(u,v,w) ot u=(—1,1,0), v =(2,0,1) et w=(1,1,1).
3. F={(z,y,2) € R3 | x — 2y + 32 = 0}

[Corrigé| v ve

Exercice 7.
On considére le sous-ensemble F' de R* défini par :

z+y+z+t=0
—zrz4+y—2z—t=0

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Déterminer une base de F'.

[Corrigé| ¥k

Exercice 8.
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R? définis par :

F={(z,y,2) €R® |2+ 2y+32=0} et G={(z,x+y,y) €R®|(z,y) € R?}

Déterminer une base de F, de G et de FNG.
Exercice 9. [Corrigé| d ¢
1

On considére le vecteur U = | 1
1

ainsi que les ensembles suivants :

E={MeceM3R)|INeR, MU=XU} et F= , (a,b,c,d,e) € R®

o o Q
o Qo
L O O

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R).
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M3(R) dont on déterminera une base.

3. Déterminer une base de EN F.
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Exercice 10. © [Corrigé| Jedk
Soit E un K-espace vectoriel et soit (ug,...,u,+1) une famille de n + 1 vecteurs de E.

Moutrer que si la famille (uq, ..., u,41) est génératrice de E et u,41 € Vect(uq, ...,
la famille (uq,...,u,) est génératrice de E.

Uy, ) alors

Exercice 11.

[Corrigé] e
Soit A € R et soit Fy ensemble des solutions (x,y, z,t) du systéme :

22 +y+2—t=0
r—y+z2z+t=0
x+2y— At =0.

Montrer que F) est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer une base en fonction de \.

Exercice 12.

[Corrigé] Yk %k

Déterminer si les familles de fonctions suivantes sont des familles libres de F(R, R).
1. (f1, f2, f3, fa) o0 f1:x > cosz, fo:ax > xcosx, f3:xr—>sinxet fy :x— xsine.
2. (gk)g<p<n Ot n € N et, pour tout k € [0,n], g : z — e**.

Exercice 13.

[Corrigé| Y%
Dans 'espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs réelles, on considére les deux
familles de fonctions suivantes :

B={eg:x1, e1:x+>cosx, ey: x> cos’x, e3:x +— cos® )
C={fo:x—1, fi:xz—cosz, fa:x+>cos(2z), f3:x+— cos(3z)}.

1. Montrer que B et C sont deux familles libres.
2. On note E et F les espaces respectivement engendrés par B et C. Montrer que F = F.

3. Soit f une fonction de E. On note (a,b, ¢, d) ses coordonnées dans la base B.

Quelles sont ses coordonnées dans la base C 7

Dimension

Exercice 14. [Corrigé| v vc
On considére les vecteurs u; = (1,0,1), ug = (0,1,1) et ug = (1,1,1) de R3.

1. Montrer que B = (u1,us,u3) est une base de R?.

2. Soient v; = (1,2,4) et vo = (3, —1,0) deux vecteurs de R3.
Déterminer les coordonnées des vecteurs v; et vy dans la base B.

Exercice 15.

[Corrigé| vy

Déterminer la dimension de chacun des espaces vectoriels suivants :
1. B = {P S R4[X], P(l) = 0}
2. Despace vectoriel Ey des fonctions dont la dérivée seconde est nulle.

3. lespace vectoriel E3 des solutions de I’équation différentielle y’ + 4y = 0.

Exercice 16.

[Corrigé| v ve
Soit E I’ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il existe (a, b, c) € R? pour lequel :

Vz € R, f(z) = (az® + bx + ¢)cosz.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RE.
2. Montrer que E est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Exercice 17.
Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on pose P, = (X + 1)k+1 — Xk+1,
, P,) est une base de R, [X].

[Corrigé]| k-
Montrer que la famille (P, ...

Exercice 18.

[Corrigé] Jed ¢
Vérifier que la famille (u1, ug, us) formée par les vecteurs u; = (1,1,1,1), ue = (1,0,1,1) et
uz = (2,0,0,1) est une famille libre de R*, puis compléter cette famille en une base de R*.

Exercice 19.

[Corrigé| Y %

Soit n € N. On considére le sous-ensemble E de R suivant :
E = {a > P(2)cos(z) + Q) sin(z) | (P,Q) € (Ru[X])*}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RE.

2. Montrer que F est de dimension finie et déterminer sa dimension.
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Rang d’une famille de vecteurs

Exercice 20. [Corrigé] v
Déterminer, dans chacun des cas, le rang de la famille formée par les vecteurs suivants.

1. 21 = (1,1,0), 22 = (0,1,1)
2. 1 =(0,0,1), 22 =(0,1,1), 23 = (1,1,1)
3.z = <07 1, _1)7 T2 = (1707 _1)7 T3 = (1a _170)7 Ty = (1a 1, 1)

Exercice 21. [Corrigé| Y%k
Dans E = RI=1 on consideére les fonctions :

1 1-— 1
f1:$'—> ﬂ,fgiﬂ?’% J7f32$(}}—> ,f4:$l—>L.
Vi1—z 14z V1—22 V1—2x2

Déterminer le rang de la famille (f1, fo, f3, f1)-

Exercice 22. [Corrigé] dek K
Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on note P = X*(X — 1)"~*.

1. Montrer par récurrence que rg(P, ..., P") =n+ 1.

2. Que peut-on alors dire de la famille (Py,...,PP) ?



