Mathématiques

Espaces vectoriels

BCPST 2 J-B. Say

Espaces et sous-espaces vectoriels

Exercice 1.

[Corrigé| v

Déterminer, dans chaque cas, si ’ensemble est un sous-espace vectoriel de R2. Justifier.

A={(z,y) eR? | 2® —y?> =0} B ={(z,y) € R? | 2? +y* = 0}
C={(z+y,x—y) eR? | (z,y) eR?} D={(1+z,7) eR?|zeR}

Exercice 2. [Corrigé| vy

1 1 —1 1 -2 -5
Soient A= 0 2-—2i 0 et B=1[-2 i 4
—1 1 141 1 1 1

Montrer que E = {M € M3(C) | AM = M B} est un sous-espace vectoriel de M3(R).

deux matrices de M3(C).

Exercice 3.

[Corrigé| vy

Montrer que ’ensemble :
E={(u,) €CY|Vn €N, upy3— 6uyio+ 4u, =0}

est un C-espace vectoriel.

[Corrigé| ¥k

Exercice 4.
Soit @ € R. On considére deux vecteurs x = (1,—1,1) et y = (0,1,a) de R3.

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur a pour que le vecteur u = (1,1,2)
appartienne a Vect(z,y).

2. Dans ce cas, comparer alors Vect(z,y), Vect(u,z) et Vect(u,y).

Familles libres, familles génératrices, bases

[Corrigé| vy
Les familles suivantes sont-elles des familles libres de R? ? Dans le cas contraire, établir une
relation linéaire liant les vecteurs de la famille, puis en extraire une famille libre.

Exercice 5.

1. Bl = (ulau27u3) ou Uy = (17 1a 1)7 Uz = (1772771) et ug = (17473)
2. BQ = (U15U27’U3) ou v = (15070)’ Vg = (la 170) et v3 = (1a la 1)

3. 83 = (tl,tg,tg) ol t] = (1,2, 1)7 to = (2,17—1) et t3 = (1,—1, —2).

[Corrigé] v

Exercice 6.
Déterminer une base des sous-espaces vectoriels de R3 suivants :

1. F = Vect(u,v) ot u = (1,1,0) et v = (2,1,1).
2. F = Vect(u,v,w) ot u=(—1,1,0), v =(2,0,1) et w=(1,1,1).
3. F={(z,y,2) € R3 | x — 2y + 32 = 0}

[Corrigé| v ve

Exercice 7.
On considére le sous-ensemble F' de R* défini par :

z+y+z+t=0
—zrz4+y—2z—t=0

1. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de R*.
2. Déterminer une base de F'.

[Corrigé| ¥k

Exercice 8.
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R? définis par :

F={(z,y,2) €R® |2+ 2y+32=0} et G={(z,x+y,y) €R®|(z,y) € R?}

Déterminer une base de F, de G et de FNG.
Exercice 9. [Corrigé| d ¢
1

On considére le vecteur U = | 1
1

ainsi que les ensembles suivants :

E={MeceM3R)|INeR, MU=XU} et F= , (a,b,c,d,e) € R®

o o Q
o Qo
L O O

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R).
2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de M3(R) dont on déterminera une base.

3. Déterminer une base de EN F.



Mathématiques

Espaces vectoriels

BCPST 2 J-B. Say

Exercice 10. © [Corrigé| Jedk
Soit E un K-espace vectoriel et soit (ug,...,u,+1) une famille de n + 1 vecteurs de E.

Moutrer que si la famille (uq, ..., u,41) est génératrice de E et u,41 € Vect(uq, ...,
la famille (uq,...,u,) est génératrice de E.

Uy, ) alors

Exercice 11.

[Corrigé] e
Soit A € R et soit Fy ensemble des solutions (x,y, z,t) du systéme :

22 +y+2—t=0
r—y+z2z+t=0
x+2y— At =0.

Montrer que F) est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer une base en fonction de \.

Exercice 12.

[Corrigé] Yk %k

Déterminer si les familles de fonctions suivantes sont des familles libres de F(R, R).
1. (f1, f2, f3, fa) o0 f1:x > cosz, fo:ax > xcosx, f3:xr—>sinxet fy :x— xsine.
2. (gk)g<p<n Ot n € N et, pour tout k € [0,n], g : z — e**.

Exercice 13.

[Corrigé| Y%
Dans 'espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs réelles, on considére les deux
familles de fonctions suivantes :

B={eg:x1, e1:x+>cosx, ey: x> cos’x, e3:x +— cos® )
C={fo:x—1, fi:xz—cosz, fa:x+>cos(2z), f3:x+— cos(3z)}.

1. Montrer que B et C sont deux familles libres.
2. On note E et F les espaces respectivement engendrés par B et C. Montrer que F = F.

3. Soit f une fonction de E. On note (a,b, ¢, d) ses coordonnées dans la base B.

Quelles sont ses coordonnées dans la base C 7

Dimension

Exercice 14. [Corrigé| v vc
On considére les vecteurs u; = (1,0,1), ug = (0,1,1) et ug = (1,1,1) de R3.

1. Montrer que B = (u1,us,u3) est une base de R?.

2. Soient v; = (1,2,4) et vo = (3, —1,0) deux vecteurs de R3.
Déterminer les coordonnées des vecteurs v; et vy dans la base B.

Exercice 15.

[Corrigé| vy

Déterminer la dimension de chacun des espaces vectoriels suivants :
1. B = {P S R4[X], P(l) = 0}
2. Despace vectoriel Ey des fonctions dont la dérivée seconde est nulle.

3. lespace vectoriel E3 des solutions de I’équation différentielle y’ + 4y = 0.

Exercice 16.

[Corrigé| v ve
Soit E I’ensemble des fonctions f : R — R telles qu’il existe (a, b, c) € R? pour lequel :

Vz € R, f(z) = (az® + bx + ¢)cosz.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RE.
2. Montrer que E est de dimension finie et déterminer sa dimension.

Exercice 17.
Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on pose P, = (X + 1)k+1 — Xk+1,
, P,) est une base de R, [X].

[Corrigé]| k-
Montrer que la famille (P, ...

Exercice 18.

[Corrigé] Jed ¢
Vérifier que la famille (u1, ug, us) formée par les vecteurs u; = (1,1,1,1), ue = (1,0,1,1) et
uz = (2,0,0,1) est une famille libre de R*, puis compléter cette famille en une base de R*.

Exercice 19.

[Corrigé| Y %

Soit n € N. On considére le sous-ensemble E de R suivant :
E = {a > P(2)cos(z) + Q) sin(z) | (P,Q) € (Ru[X])*}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de RE.

2. Montrer que F est de dimension finie et déterminer sa dimension.
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Rang d’une famille de vecteurs

Exercice 20. [Corrigé] v
Déterminer, dans chacun des cas, le rang de la famille formée par les vecteurs suivants.

1. 21 = (1,1,0), 22 = (0,1,1)
2. 1 =(0,0,1), 22 =(0,1,1), 23 = (1,1,1)
3.z = <07 1, _1)7 T2 = (1707 _1)7 T3 = (1a _170)7 Ty = (1a 1, 1)

Exercice 21. [Corrigé| Y%k
Dans E = RI=1 on consideére les fonctions :

1 1-— 1
f1:$'—> ﬂ,fgiﬂ?’% J7f32$(}}—> ,f4:$l—>L.
Vi1—z 14z V1—22 V1—2x2

Déterminer le rang de la famille (f1, fo, f3, f1)-

Exercice 22. [Corrigé] dek K
Soit n € N. Pour tout k € [0,n], on note P = X*(X — 1)"~*.

1. Montrer par récurrence que rg(P, ..., P") =n+ 1.

2. Que peut-on alors dire de la famille (Py,...,PP) ?
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Corrigé de I’exercice 1. [Enoncé]

1. L’ensemble A n’est pas un sous-espace vectoriel de R? :

u=(1,-1)eAetv=(1,1) € Amaisu+v=(2,0) ¢ A.

2. L’ensemble B est un sous-espace vectoriel de R? : B = {(0,0} = Vect((0,0)).
3. L’ensemble C' est un sous-espace vectoriel de R? : C' = Vect((1,1), (1, —1)).
4. L’ensemble D n’est pas un sous-espace vectoriel de R? : (0,0) ¢ D.

Corrigé de I’exercice 2. [Enoncé]

On commence par remarquer que E C M3(R) et que 03 € F puisque A03 = 03 = 03B.
Soient A € C et (M,N) € E?.

A(AM + N) = MAM + AN = AMB + NB = (A\M + N) B.

On en déduit que AM + N € E et ainsi que F est stable par combinaisons linéaires.
L’ensemble F est donc un sous-espace vectoriel de M3(C).

Remarquons que les coefficients des matrices A et B ne jouent aucun role dans la structure

de E : on pourrait remplacer A et B par n’importe quelles matrices de M3(C).

Corrigé de l’exercice 3. [Enonc¢|

Montrons que E est un sous-espace vectoriel de CN.

e Par définition, E est inclus dans CN.
e Soit (U )nen la suite nulle.
Vn €N, upi3 — 6upyo + 4u, =0,
donc la suite nulle appartient a F.

o Soit A € C et soient (uy,) et (v,) deux suites de E.

Montrons que la suite (w,) = (Au, + v,,) appartient a E :

Vn € N, Wn+3 — 6wn+2 + 4wn = ()\Un+3 + ’l)n+3) — 6(>\’I.Ln+2 + ’L}n+2) + 4()\’11% + ’Un)
= AMuptz — 6Upyo + 4uy,) + (Vnas — 6v,40 + 4vy,)
=0.

La suite (Au,, +v,) appartient bien & E, qui est donc stable par combinaisons linéaires.

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de CN donc lui-méme un C-espace vectoriel.

Corrigé de I’exercice 4. [Enoncé]

1. On a I’équivalence suivante :

u € Vect(z,y) < I\, 1) € R?, u = Az + puy.

Or :
A=1 A=1
U=+ py S - A+pu=1 &Spu=2
Atap =2 2a =1
Ainsi u € Vect(z,y) < a = %

1
2. Dans le cas ot a = z ona Vect(z,y) = Vect(u, x) = Vect(u, y).

En effet u =z + 2y et ainsi :
Vect(u, ) = Vect(z + 2y, ) = Vect(2y, ) = Vect(z, y)
Vect(u, y) = Vect(xz + 2y,y) = Vect(z, y).

Corrigé de ’exercice 5. [Enoncé|

1. Soit (a,b,c) € R3 tel que auy + bug + cuz = 0.

at+b+c=0
a=—2c
a—2b+4c=0 @{b &
=c
a—b+3c=0

La famille B; est donc liée et on a la relation —2uq + ug + usz = 0.
En reprenant les calculs avec ¢ = 0, on trouve que la famille (uj,us) est libre et

Vect(B1) = Vect(uq,us) puisque usz = 2uj — us.

2. On trouve via un rapide calcul (le systéme a résoudre est déja triangulaire) que la famille
By est libre.

3. La famille B3 est liée et on a la relation ¢ — to + t3 = 0. On trouve que la famille (¢o, t3)
est libre et Vect(B3) = Vect(ta,t3) puisque ¢ = tg — t3.
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Corrigé de ’exercice 6.

1.

Corrigé de ’exercice 7.

1.

2.

Corrigé de 1’exercice 8.

[Enoncé|

La famille (u,v) est une base de F car libre (les vecteurs ne sont pas colinéaires) et
génératrice de F.

La famille (u,v,w) est liée par la relation w = u + v. Ainsi on a F' = Vect(u,v). Puisque
la famille (u,v) est libre, c’est une base de F'.

On trouve que :
F={(z,y,2) €ER® |2 — 2y + 32 =0} = {(2y — 32,9,2) € R?, (,y) € R*} = Vect(u,v)

ouu=(2,1,0) et v =(—3,0,1). Puisque les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, (u, v)
est une famille libre donc une base de F'.

[Enoncé]|
Aprés résolution du systéme, on trouve :

F={(-3y—t,y,2y,t) € R (y,t) € R*} = Vect(u,v)
ounu=(-3,1,2,0) et v =(—1,0,0,1).
L’ensemble F est donc un sous-espace vectoriel de R*.
Puisque les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires, (u,v) est libre donc une base de F.
[Enoncé|

e Il vient que F' = Vect(u,v) =ou u = (—2,1,0) et v = (—3,0, 1). Puisque les vecteurs u
et v ne sont pas colinéaires, la famille (u,v) est libre donc une base de F'.

e Par le méme raisonnement, on trouve que (w,t) forme une base de G, ot w = (1,1,0)
et v=1(0,1,1).
e On ne peut obtenir directement une base de F'N G a partir de bases de F et G.

On peut cependant déterminer pour chacun des sous-espaces vectoriels une équation
ou un systéme d’équations caractérisant les vecteurs de ces espaces.

Pour F cest immédiat et G = {(x,y,2) € R® | y =z + 2}. Ainsi :

5
% +32=0 v =—zz

(z,y,2,t) e FNG & Ttz & 3
y:$+Z Yy=—=z

3

On en déduit que F NG = Vect(a) o a = (-5,
base de FNG.

—2,3). Puisque a # 0, (a) forme une

Corrigé de l’exercice 9.

[Enoncé]

. L’ensemble E est inclus dans M3(R) par définition. Puisque 03U = 0U, la matrice nulle

de M3(R) appartient bien a E.

Soit A et B deux matrices de E et soit A € R. 1l existe deux réels a et b tels que AU = aU
et BU=5bU. On a :

(A + B)U = MAU + BU = AaU + bU = (Aa + b)U.

On en déduit que MA + B € E puis que F est un sous-espace vectoriel de M3(R).

. On commence par déterminer une famille génératrice de F :

, (a,b,c,d,e) € R

|

Il
SERSIES
QISR )
ISEENC e

={aV +bW +cX +dY +eZ, (a,b,c,d,e) € R’}

S O =
= O O
I
o = O
SO O =
o
~

0 01 0 0 0
= (0 0 0)],Y = (0 1 0] et
100 0 0 0

Puisque les matrices

0
0
0
0
1). On en déduit que F = Vect(V,W, XY, Z).
0

V,W,X,Y et Z appartiennent & M3(R), F est un sous-espace vectoriel de M5(R). On en
déduit de plus que la famille (V, W, XY, Z) est une famille génératrice de F'.

Etudions la liberté de cette famille.

Soient (a,b,c,d,e) € R tel que aV + bW + cX +dY +eZ = 03, i.e. :

S

= (3.

o o
o Qo
QOO

On en déduit immédiatement que a = b =c=d = e = 0. La famille (V,W, X,Y, Z) est
donc libre et ainsi une base de F'.
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a b ¢ Corrigé de I’exercice 11. |[Enoncé]
3. 50t M= 1b d e|eF En résolvant le systéme, on trouve :
c e a
20 +y+2—1t=0 r—y+z+t=0
a b ¢ 1 1 a+b+c=7y (r,y,2,t) EFN Sz —y+z+t=0 S 3y—2—-3t=0
MeEs3IyeR, |b d e 1l =~v|1lle3veR, Ca=d+b—c x+ 2y — At = 0. A=2)t=0
c e a 1 1 b=e.
Distinguons deux cas de figure.
On en déduit que : e Supposons que A # 2. Alors :
d+b—c b c r=—2y
ENF= b d b , (bye,d) € R? Y = Vect(A, B, I) (,y,2,t) € Fy & { 2 = 3y

c b d+b-—c

110 -1 0 1
ouB=(1 0 1]etC=1|0 0 0 |.Ilestaisédemontrer que lafamille (B, C,I3)
01 1 1 0 -1

est libre ; c’est ainsi une base de E N F (qui est donc de dimension 3).

Corrigé de P’exercice 10. [Enoncé]

Supposons que la famille (u1,...,u,41) est génératrice de E et u, 11 € Vect(ug, ..., uy,).

Soit x € E. 1l existe (A1,..., \pt1) € K* tel que :

n+1 n
x = E AUy = E AUk + App1Ungi.
k=1 k=1

Puisque uy4+1 € Vect(uq, ..., uy,), il existe (1, ..., pu,) € K" tel que :

n

Un+1 = § HrUE-

k=1

On en déduit que :

n

n n
T = Z ApUk + Ant1 Zﬂkuk = Z()‘k + Anaiper)ug € Veet(ug, ..., uy).
k=1 k=1 k=1

On en déduit que la famille (uq,...,u,) est génératrice de E.

t=0.

On en déduit que F = Vect(u) on u = (—2,1,3,0).
L’ensemble F) est donc un sous-espace vectoriel de R%.

Puisque u # 0, la famille (u) forme une base de F).

e Supposons que A = 2. Alors :

r=—-2y—2t

z,y,2,t) € F\ &
@y ) A {z=3y—3t.

On en déduit que F = Vect(v,w) ou v = (—2,1,3,0) et w = (2,0,-3,1).

L’ensemble F) est donc un sous-espace vectoriel de R*.

Puisque les vecteurs v et w ne sont pas colinéaires, la famille (v, w) est libre ; elle forme

donc une base de Fj.

Corrigé de I’exercice 12. |[Enoncé]

1. Soit (a,b,c,d) € R* tel que af; +bfs +cfs +dfs =0, ie. :
Vz € R, (a+bx)cosz + (c+dzx)sinz =0

En évaluant en z = 0, on trouve a = 0, puis, en évaluant en x = m, on trouve b = 0.
i

En évaluant en ¢ = — et x =

(¢,d) = (0,0) est I'unique solution.

On en déduit que la famille (f1, fa, f3, f4) est libre.

™ . .
—gr on obtient un systéme de deux équations dont
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™

2. Montrons par récurrence sur n € N que la famille (gx)o<kgn est libre. En évaluant successivement en x = 0, 5

, 7 on obtient le systéme suivant :

La famille (go) est libre car la fonction gg est non nulle.

b d=0
Soit n € N*. Supposons que la famille (gx)o<rgn—1 est libre. atbret

Soit (Ak)ogk<n € R tel que : Z : ij, d=0
i Mgk = 0, P Vz € R, i Apeh® = 0. 8n pO}lrrait .é\./aluer en un q,uatriéme poi{lt. (bien’(’:hoi.si,!) pour déterminer a, b, ¢ et' d.
— Pt n présente ici une autre méthode. En dérivant I’égalité fonctionnelle (1), on trouve :
En divisant par e"® on trouve : Ve € R, —bsinz — 2¢sin(2z) — 3dsin(3z) = 0. (2)
n—1 En évaluant 1’égalité (2) en x = g, on trouve : —b+ 3d = 0.
vz eR, An+ kz—:o Aee(E7m = 0. On en déduit que a = b = ¢ = d = 0 aprés résolution, i.e. la famille C est libre.

. oo 2. Remarquons que ey = fy, e1 = f1 et, en appliquant la formule de Moivre :
Par passage a la limite lorsque = tend vers +oo, on trouve A\, = 0.

_ 2 _ 3
Par liberté de la famille (g )o<r<n—1, on en déduit que Ag = -+ = Ay_1 = 0. Ve € R, cos(2r) = 2cos”x — 1 et cos(3x) = 4cos”x — 3cos .

On en déduit que la famille (gx)o<k<n st libre, ce qui conclut la récurrence. On en déduit que fo = 2es — ey et f3 = dez — 3eq et ainsi :

Corrigé de I’exercice 13. [Enoncé| F = Vect(fo, /1, fa, f3) © Vect(eo, €1, €2,€3) = E.

De plus, puisque les familles B et C sont libres, ce sont des bases respectives des sous-
1. Soit (a,b,c,d) € R* tel que afy +bfy + cfs +dfs =0, ie. : espaces vectoriels E et F, qui sont donc tous deux de dimension 4.

Vo € R, a+beosz + ccosz + deos® z = 0. Puisque F' C E et dim E = dim F, il vient que £ = F.

- 3. Par définition de B, f = aeg + bey + ces + des = afy + bf1 + cea + des. Puisque :
En évaluant en z = 5 on trouve a = 0.

Totghetey=Sfit ]
ey = = —foete3= - —f3,
En évaluant en x =0 et x =7, on trouve b+ c+d=0et —b+c—d=0. 2T QM0 SVELIVES

b d :
En évaluant en x = g7 on trouve 5 + g + 3= 0. En résolvant le systéme : on trouve que 1 3 c d
btect+d=0 Les coordonnées de f dans la base C de E sont donc :
—b+c—d=0 )
b ¢ d
Z4 4= a+ -c
2 tatg=0 §
. . b+ —d
on trouve b = ¢ = d = 0. la famille B est donc libre. 4

Soit (a,b,c,d) € R* tel que agy + bga + cgs + dgs = 0, i.e. :

=~ arnlo

Vz € R, a+ bcosz + ccos(2z) + dcos(3z) = 0. (1)
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Corrigé de I’exercice 14. [Enoncé

1. Calculons le rang de B :
1 0 1 1 0 1 1 0 1
rgB=rg|0 1 1] =rg|0 1 1]=rg|0 1 1| =3
1 1 1 010 0 0 1
La famille B est donc libre. Puisqu’elle est formée de 3 vecteurs et puisque dimR3 = 3,

B est une base de R3.

2. Soit (z,y,z) € R3. Aprés calculs, on trouve que :

=2
v =au; +yus +z2us & Sy =3
z=—1
et :
rz=1
Vo = UL + Yu2 + 2uz &y = —3
z=2.

Les coordonnées respectives de vy et v dans B sont donc :

Corrigé de I’exercice 15. [Enoncé]|
1. Puisque F; = {(X — 1)Q, Q € R3[X]}, on peut montrer que la famille
(X =1, (X = )X, (X = DX2 (X - 1)X%)
est une base de F, qui est donc de dimension 4.

2. Il vient immédiatement que :
By ={x s ax +b, (a,b) € R?} = Vect(fy, fo) ot f1:z >z et fo:zs 1.

On peut montrer que la famille (f1, f2) est une base de F5 qui est donc de dimension 2.

3. Il vient immédiatement que :
By ={x s Ce™* C c R} = Vect(fs) ot f3:x e .

Puisque f3 # 0, la famille (f3) forme une base 'espace vectoriel F5 qui est donc de
dimension 1.

Corrigé de I’exercice 16. [Enoncé]

1. On vérifie sans difficulté que E C R et :

E = Vect(fo, f1, f2)

ol fo:x+cosz, fi: x> xcosx et fo:x s x2cos.

On en déduit que E est un sous-espace vectoriel de RE.

2. L’espace vectoriel E est engendré par une famille finie de vecteurs, il est donc de dimen-
sion finie. On peut montrer que la famille (fy, f1, f2) est libre (par évaluation en 0 et 7
et dérivation par exemple). Elle forme donc une base de E qui est donc de dimension 3.

Corrigé de I’exercice 17. [Enoncé
Pour tout k € [0,n], deg P, = k.

La famille (P, ..., P,) est donc une famille de n+ 1 polynémes de degrés étagés. C’est donc
une famille libre. Puisque tous les polynomes de cette famille appartiennent a R, [X], on a
Vect(Fo, ..., P,) C R,[X]. Par liberté de la famille (Py,..., P,), les deux espaces vectoriels
ont méme dimension (égale a n + 1). Ils sont donc égaux.

On en déduit donc que la famille (P, ..., P,) est une base de R, [X].

Corrigé de I’exercice 18. [Enoncé

Apres calculs, on trouve que :

rg(uy, ug, u3) = rg

e
=
_ o O N

La famille (u1,u2,us) est donc libre.
Remarquons que :

u € Vect(uy, uz, uz) < 3(a,b,¢) €R3 u=(a+b+2c,a,a+ba+b+c).

On en déduit que ug = (1,0,0,1) ¢ Vect(u,ug,u3) (car sinona=>b=0, c=1et 2c=1, ce
qui est absurde). La famille (uq,ug, u3, uys) est donc libre et forme une base de R%.
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Corrigé de ’exercice 19.

[Enoncé]

On consideére le sous-ensemble E de RE suivant :

E = {x — P(z)cos(z) + Q(z)sin(z) | (P, Q) € (Rn[X])2} .

1. En notant uy, : x — x¥ cosz et vy : & — 2¥ sinx pour tout k € [0, n], on trouve que :

Puisque tous les vecteurs de cette familles sont des fonctions de RR, E est un sous-espace

vectoriel de RE.

E = Vect(ug, . .

<y Un,Voy .-

s Un).

2. Montrons que la famille (ug, ..., un,vo, .. .,v,) est libre par récurrence sur n € N.

e On peut facilement prouver que la famille (ug, vg) = (cos, sin) est libre (en évaluant

une relation de liaison en 0 et 3 par exemple).

e Soit n € N*. Supposons que (ug, - -

Soit (Mg, .« A, oy -+ - s fin) tel

ie. :

Vz € R, cosz (Z Ak

que :

. 7u71—1av0a .

Z)\kuk + Zukvk =0
k=0 k=0

k=0

xk> +sinx <Z ukxk

k=0

En évaluant (x) en = 0, on trouve Ag = 0.

En divisant (%) par x, on trouve :

n
Vo € R*, cosx (Z ART

Puisque lim
z—0

k=1

sinx

On trouve alors que :

ie. :

Vx € R*, cosx (

Vz € R*, cosz (

k sinx
+
x

zn: )\kl’k_l

k=1

n—1

Z Ak+1$k

k=0

)-o

()
k=0

>+mx<
) s

§ et

k=1

n—1

Z Mk+1$k

k=0

., Un—1) est libre.

):a
>:0

=1, on trouve que pg = 0 en faisant tendre = vers 0 dans ().

L’égalité ci-dessus étant une égalité sur R* de deux fonctions continues sur R. Elle
est donc encore vraie en 0 :

n—1 n—1
Ve € R, cosz (Z )\k-JrlZ'k) +sinzx (Z ﬂk+1xk> =0.

k=0 k=0
Par hypothése de récurrence, il vient que A\ =--- =X, = 3 = -+ = pup, = 0 et ainsi
que la famille (ug, ..., un,vg,...,v,) est libre.

La propriété étant initialisée et héréditaire, elle est vraie pour tout n € N. Cela im-
plique que (ug, ..., uUn, vo,-..,vy,) est une base de F, qui est donc un espace vectoriel de
dimension 2n + 2.

Corrigé de I’exercice 20. [Enoncé]

1. Les deux vecteurs x1 et xzy n’étant pas colinéaires, la famille (x1,22) est libre et
rg(zy,x9) = 2.

2. Calculons le rang de (1, 22, z3) via celui de leur matrice dans la base canonique :

0 0 1
rg(xy, z9,23) =1g [0 1 1| =3.
1 11

3. Par la méme méthode, on trouve aprés calculs que rg(z1, z2, x3,24) = 3.

Corrigé de I’exercice 21. [Enoncé]
Soit ()\1, Ao, Az, )\4) € R* tel que A1 f1 +Xofo+A3f3+ M fa =0, ie. :

1+ 11—z 1 x
Vo €] — L[ Apy/ - 4 A A —p
=L ATt ey P e T M 0

Ainsi :
14z 11—z 1 T
Veel—1,1[, i— + A + A +M———==0.
] [ 1\/1—z2 2\/1—z2 3\/1—:v2 4\/1—z2
On en déduit donc que :
V.’L‘E}—l,l[, ()\1—)\2+)\4)$+)\1+)\2+)\3=0.
En évaluant en x = 0 et x = 1, on trouve que Ay = Ay — A\ et A3 = —A; — Aa. On déduit

donc que la famille (f1, fo, f3, f4) est liée par les relations :
fi—fa—fa=0(A2=0)et fo—fs+ fa=0 (A =0).
On a alors rg(flaf2a f37f4) = I'g(fg + f4af3 - f4af3,f4) = rg(f3af4)-

En reprenant les calculs avec Ay = Ay = 0, on trouve que la famille (f3, f4) est libre et ainsi :

rg(f1, f2, f3, fa) = 18(f3, fa) = 2.
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Corrigé de I’exercice 22. [Enoncé|

1.

Montrons par récurrence sur n € N que rg(Py,...,P") =n+ 1.
rg(PY)=1car PY = (X -1)°=1#0.

Soit n € N. Supposons que rg(FPy,...,P") =n+ 1.

Soit (Agy -+ Ans1) € R*2 tel que :

n+1 n+1

Z M PP =0 de. Z M XX -1tk =0
k=0 k=0

En évaluant en X =1, on trouve A\,41 = 0. On en déduit que :

(X =1 XX -1k =0,
k=0

et ainsi : .

> MNP =0.

k=0
Par liberté de la famille (Pf,..., P") (par hypothése de récurrence), on en déduit que la
famille (Py, ..., P2t est libre.

Remarquons que, pour tout k € [0,n], deg Py, = n.

La famille (P, ..., P,) est donc une famille libre de n+ 1 polynémes de R, [X] qui est de

dimension n 4+ 1. C’est donc une base de R, [X].
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