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On en déduit que la famille F est libre si, et seulement si, a # 1. De plus, I’espace vectoriel

engendré par la famille F est de dimension 3 si a # 1 et de dimension 2 si a = 1.
Apres résolution de I’équation z(1,1,2,2) +y(0,1,1,1) + 2(1,0,1,0) = (0,0,0,0), on trouve
que —(1,1,2,2) +(0,1,1,1) + (1,0,1,1) = (0,0,0,0).

def conway(ch):

next = ""
i=20
while i < len(ch):
count = 1
while i < len(ch)—1 and ch[i] == ch[i + 1]: 1. Par définition, les ensembles S, (R) et A, (R) sont inclus dans M, (R).
?ount1+: 1 La matrice nulle 0,, est symétrique et antisymétrique : 0’5 =0, = —0,.
1 +=
next += str(count) + ch[i] Soit A € R et soit (4, B) € S,,(R)2.
i +=1

return next A+ B)T =xAT + BT = ) A+ B.

On en déduit que AA + B € S, (R).

Soit A € R et soit (C, D) € A, (R)2.

Calculons le rang de la matrice de la famille 7 dans la base canonique de R* : (AC'+ D)T =T+ 0" =-AC-D= —(A\C+ D)
a 0 1 On en déduit que A\C' + D € A, (R).
rg(F) =rg ; ‘; 2 Les sous-ensembles S, (R) et A, (R) sont donc bien des sous-espaces vectoriels de M, (R).
2 1 1 2. Raisonnons par analyse-synthése.
I a 0 Analyse. Soit M € M,(R). Supposons qu’il existe (S, 4) € S,(R) x A,(R) tel que
=T1g ; 1 i Ll(—Lg(—L4(—L1 M:S+A
0 0 1 Ainsi M7 = ST 4+ AT = § — A. On trouve alors que :
1 a 0 _1 T 1 T
|0 12 1 Lo —2L, S=5 (M+M") et A= o (M—M"),
T 0 1-20 a|lLs« Ls—2L, . .
0 a2 1) Ly« Ly —al, garantissant ['unicité du couple (S, A).
10 a Synthése. Soit M € M,,(R). Posons :
0 1 1—-2a
= 1 1
Blo o 1-20]| 20 S=-(M+MT) et A= (M- MT),
0 1 —a? 2 2
10 a 2 dia=1 En remarquant que S + A = M, ST = S et AT = —A, on trouve bien que M s’écrit
0 1 1—2a . . 1 comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique.
=1g 00 (1-20)1—a)| Ly« Ly —aL =<3 sil—2a=0ie a=—
a ) a 3 37 ala i 2 On en déduit que toute matrice de M,,(R) s’écrit de maniére unique comme la somme
00 (a—1) Ly —La+ Lo 3 sinon. d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique.
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a b c
3.Sit M= |d e f|eMsR).
g h J
a d g a b c =b
MeSsR) &M =M<a (b e h|l=[d ¢ f]lelg=c
c fJ g h J h=f

On en déduit que :

a b ¢
83(R): b € f ) (a,b,c,e7f,j)eR6
c f g

={(IE1‘1+b(E1,2+E2,1)+C(E1,3+E3,1)+6E2,2+f(E2,3+E3,2)+jE3,3» (%@Q@fyj)eRG}
= Vect (E1,1,E10+ B2 1, E13+ E31,FE29,FE23+ E39,E33).

Remarquons que :

aB11+b(E12+ E21)+c(Ers+ Es1)+eEao+ f(Eos+ Eso) + jEss =03

a b ¢
S| b e f =03
c f g

Sa=b=c=e=f=5=0.

On en déduit que la famille (El,la ELQ + EQJ, El’g + E311, EQ,Q, E273 + E3’2, E373) est une
base de S3(R), qui est donc de dimension 6.

a b ¢
Soit M= (d e f] e MsR).
g h j
a_ezjz
a d g a b c S
McAsR) &M =-Me |b e h|l=—|d ¢ f|&
¢ f g h j g=-c
h=—f
On en déduit que :
0 b ¢
A&(R) = —b 0 f ) (bv C7f) € RS
—c —f 0

={b(E12 — E21) + c(E13— Es1) + f(E23 — Es2), (b,c, f) €R®}
= Vect (B2 — E21,E13— E31,E23 — E3 ).

Remarquons que :

0 b ¢
b(Eio—FEs1)+c(Erg—FEs1)+ f(Eag—E32) =03 | -b 0 f] =03
—c —f 0
Sb=c=f.

On en déduit que la famille (Eq 2 — E21,FE1 3 — E31,E23 — E32) est une base de A3(R),
qui est donc de dimension 3.

4. On vérifie de la méme maniére qu’a la question précédente que la famille

(Bij — Eji)icicicn
. ) . nn-=1)
est une base de A, (R), qui est donc de dimension — En effet :
IET R T NI WL
— =t -V B B 2
1<i<j<n j=21i=1 j=2 k=1

On vérifie de la méme maniére qu’a la question précédente que la famille

(Ei,i)lgign U (Ei,j + E',i)1<i<j<n

-1 1
est une base de S, (R), qui est donc de dimension n + n(n—1) = n(n + )

2 2

1. a. Soit F' I'événement “la banane est en plastique”.

1 i
Remarquons que, pour tout ¢ € [1,n], P(T;) = — et P, (F) = " par équiproba-
n n
bilités des tirages. Puisque la famille (7;)1<i<n €st un systéme complet d’événements,
on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

n n

1 i 1 . nn+1 1
Mﬂzgymwmﬂng;¢n+l:WHME;:%%+$:?

1
La probabilité que la banane soit en plastique est donc égale a 5
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b. Avec les mémes notations que précédemment, on cherche a calculer Pp(
nition, on a :

T;). Par deéfi-

P(FNT) PT)Pr(F)  * x5 2i
Pr(T;) = - ia = T o
P(F) P(F) 3 n(n+1)
. . . . 2
La probabilité qu’elle vienne du tas n° sachant qu’elle est en plastique est m

2. a. (i) On note My, I'événement “Bernard a tiré une banane mangeable au k-éme tirage”.
On cherche donc la probabilité de I’événement M; N Ms N Mj sachant qu’il a
choisi le tas n°.

Puisqu’il y a remise aprés chaque tirage, on peut donc considérer les tirages

comme mutuellement indépendants, une fois le tas n°i fixé. Ainsi :

n+1—1 3
Pr, (M1 N My N M3) = Pr,(M1) X Pr,(Ma) x Pr,(M3) = (n-i-l)

Pour tout ¢ € [1,n], la probabilité d’avoir obtenu trois bananes mangeables

n+1-i\°

n+1 '
Puisque la famille (T;)1<i<n €st un systéme complet d’événements, on en déduit,
d’aprés la formule des probabilités totales que :

ZIP’

1
=3 2

i=1

sachant que Bernard a choisi le tas n®: est (

P(MlﬁMzmMg ]P)T Ml ﬂMgﬂMg)

(n+1—1)3
(n+1)3

:¥ Y k3 (en posant k =n —i
n(n—|—l)3z_:l (en p )

_ 1 n?(n + 1)2

_n(n—|—1)3x 4

B n

CAn+ 1)

La probabilité d’avoir obtenu trois bananes mangeables est égale a ﬁ
n

b. Avec les notations précédentes, on peut écrire A comme la réunion disjointe suivante :

A= (M;N My Ms) U (M; N My Ms) U (M0 My M) .

En effet, si Bernard a tiré exactement deux bananes en plastique, alors il a tiré une
banane mangeable ou bien au premier tirage, ou bien au second ou bien au troisiéme.
Pour tout i € [1,n], la formule des probabilités composées - ou 'indépendance des
tirages sous la loi Pr, - (appliquée trois fois) assure que :

i*(n+1—1)

Pr, (M N My N Ms) (n+1)7°

=P, (M1 QEQE) = P, (EQMQ ﬂﬁ?,) =

Ainsi en appliquant successivement la formule des probabilités totales aux événements

EQEQMP,, M, N My N M et My N My N Ms, on obtient :

P(A) :P(EmEmMg) + P (My N My N Ms) + P (M N My N M)
i?(n+1—1)
_32 (n+1)3

n . n

-y
P n(n+1)3

n+13ZZ

)2
ilnnJrl

n

:n+lz

3 nn+1)(2n +1) 3 n?(n+1)2
:n(n—l—l)2 . 6 Cn(n+1)3 . 4
_ 2n+1 3n
T 2n+1) 4(n+1)
. n+2
C4(n+1)

On en déduit donc que :

o 3if(n+1—d)
P(A)_,Z nin+1)3  4(n+1)

3. a. Notons B I’événement “Bernard a tiré £ bananes mangeables”.

Pour tout 7 € [1,n],ily a ("+1 Z) fagons de tirer simultanément k bananes mangeables
dans le tas n%.

Par équiprobabilités des tirages simultanés, et puisqu’il y a (”H) tirages au total, on
trouve :
0 sik>n+1—1 0 sit>n+1—k

n+1-—k

sik<n+1-1

SIZ
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Ainsi, en appliquant la formule des probabilités totales avec le méme systéme complet
d’événements, on trouve :

n

P (5) = Y BT F () =~ b (") e G > (1)

i=1 k i=1 j=k

La probabilité que Bernard ait tiré simultanément k£ bananes en plastique est :

2 ()

b. k € N*. Montrons le résultat par récurrence sur n > k.

e Initialisation : pour n =k, on a

Zk <Z> (k> L <k + 1)
prd k k k+1
La récurrence est initialisée.

n+1

e Hérédité. Soit n € N tel que n > k. On suppose que Z (Z:) . Alors :

(0= 0-0)-(1)-G)

" /i n+1
Vn >k, Zk<k)(k+1)

Le résultat est en particulier vrai pour n > 3.

I
N
Ead
—
N———

e Conclusion :

On pouvait aussi montrer directement la propriété grace a la formule du triangle de

Pascal :
()= (1)
- (Zi) - (kil)

¢. On en déduit alors que :

-

(1)

_n+1-k

n("ih)

n(k—+1)"




