
CHAPITRE 6

Applications linéaires

Après avoir généralisé la notion d’espace vectoriel, on s’intéresse désormais aux applications linéaires entre
espaces vectoriels, notamment lorsque l’espace de départ est de dimension finie.
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OBJECTIFS

• Reconnaître, et savoir démontrer, qu’une application entre deux espaces vectoriels est linéaire.
• Déterminer noyau et image d’une application linéaire.
• Caractériser injectivité, surjectivité et bijectivité d’une application linéaire.
• Déterminer la matrice d’une application linéaire relativement à deux bases, et l’exploiter.
• Calculer le rang d’une matrice ou d’une application linéaire.
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1 Applications linéaires

1.1 Définitions et exemples

Y Définition 1.1

Soient E et F deux K-espaces vectoriels. On dit qu’une application f : E → F est une application
linéaire si : {

∀λ ∈ K, ∀x ∈ E, f (λx) = λf(x)

∀(x, y) ∈ E2, f(x+ y) = f(x) + f(y).

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E,F ).

En pratique, il est rarement nécessaire de vérifier séparément les deux conditions ci-dessus : la proposition suivante
permet de les regrouper en une seule égalité à contrôler.

Ñ Propriété 1.2

Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. Une application f : E → F est linéaire si, et seulement
si, on a :

∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ E2, f (λx+ y) = λf(x) + f(y).

v Exemple 1.3 – Applications linéaires simples

1. L’application ci-dessous, appelée l’application nulle de E dans F , est une application linéaire.

E → F
x 7→ 0F

2. Soit λ ∈ K un scalaire. L’application hλ = λ IdE , appelée homothétie vectorielle de rapport
λ sur E, est une application linéaire.

hλ : E → E
x 7→ λx

En particulier, l’application identité IdE est une application linéaire de E dans lui-même.

3. Soient p ∈ N∗ et (a1, . . . , ap) ∈ Kp. L’application ci-dessous est une application linéaire de Kp

vers K :
Kp → K

(x1, x2, . . . , xp) 7→ a1x1 + a2x2 + · · ·+ apxp

4. Soient (n, p) ∈ (N∗)2 et (ai,j)16i6n
16j6p

∈ (Kp)n. L’application ci-dessous est linéaire de Kp dans

Kn.
Kp → Knx1...
xp

 7→


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,pxp
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,pxp

...
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,pxp



2



Mathématiques Applications linéaires BCPST 2 - JBS

Ñ Propriété 1.4

Soit f : E → F une application linéaire. On a alors :

1. f(0E) = 0F ,

2. ∀x ∈ E, f(−x) = −f(x),

3. ∀(x1, . . . , xn) ∈ En, ∀(λ1, . . . , λn) ∈ Kn, f

(
n∑
k=1

λkxk

)
=

n∑
k=1

λkf(xk).

v Exemple 1.5 – Contre-exemples

1. L’application f : R → R, x 7→ x + 1 n’est pas linéaire, puisque f(0) = 1 6= 0 : d’après la
propriété précédente, une application linéaire vérifie toujours f(0E) = 0F , ce qui exclut ici
toute translation non nulle. Plus généralement, aucune application affine x 7→ ax + b avec
b 6= 0 n’est linéaire.

2. Un contre-exemple plus subtil : la conjugaison c : z 7→ z est une application linéaire de C dans
C vus comme des R-espaces vectoriels, puisque :

∀(z1, z2) ∈ C2, ∀λ ∈ R, c(λz1 + z2) = λz1 + z2 = λz1 + z2 = λz1 + z2 = λc(z1) + c(z2).

En revanche, c n’est pas C-linéaire, i.e. une application linéaire entre deux espaces vectoriels
sur C : pour z = 1, c(iz) = i = −i alors que ic(z) = i1 = i, donc c(iz) 6= i c(z). La linéarité
d’une application dépend donc aussi du corps de scalaires, et pas seulement de l’application
elle-même.

Y Définition 1.6

Soit f : E → F une application linéaire.

1. On dit que f est un endomorphisme si ∀x ∈ E, f(x) ∈ E (ou encore f(E) ⊂ E).
L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(E).

2. On dit que f est un isomorphisme de E vers F si f est une application linéaire bijective.

3. On dit que f est un automorphisme de E si f est un endomorphisme et un isomorphisme.
L’ensemble des automorphismes de E, noté GL(E), est appelé groupe linéaire de E.

v Exemple 1.7

L’application identité IdE est un automorphisme de E qui est sa propre réciproque.

Y Définition 1.8

On dit que deux espaces vectoriels E et F sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de l’un vers
l’autre.

1.2 Opérations sur les applications linéaires

Ñ Propriété 1.9

Soient f et g deux applications linéaires de E dans F .
Pour tout (λ, µ) ∈ K2, l’application λf + µg est une application linéaire de E dans F .

Démonstration admise (la démonstration est identique à celle vue en première année).
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Ñ Propriété 1.10 – Composée d’applications linéaires

Soient E, F et G trois espaces vectoriels. Soit f ∈ L(E,F ) et soit g ∈ L(F,G).
Alors g ◦ f est une application linéaire de E dans G, i.e. g ◦ f ∈ L(E,G).

Démonstration admise (la démonstration est identique à celle vue en première année).

Ñ Propriété 1.11 – Réciproque d’un isomorphisme

Soit f un isomorphisme de E dans F . Alors f−1 est un isomorphisme de F dans E.

Démonstration admise (la démonstration est identique à celle vue en première année).




Corollaire 1.12

Soient f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(F,G) deux applications linéaires.
Si f et g sont deux isomorphismes, alors g ◦ f est un isomorphisme de E dans G et sa réciproque
f−1 ◦ g−1 est un isomorphisme de G dans E.

Démonstration. Ce résultat une conséquence directe des propriétés 1.10 et 1.11. �

R Notation 1.13

Pour f ∈ L(E) et n ∈ N, on note définit par récurrence fn :

f0 = IdE et ∀n ∈ N∗, fn = f ◦ fn−1 = fn−1 ◦ f.

Ainsi, f1 = f , f2 = f ◦ f et fn = f ◦ · · · ◦ f (n facteurs).

1.3 Applications linéaires injectives/surjectives

Le noyau et l’image d’une application linéaire permettent de mesurer précisément son défaut d’injectivité et de
surjectivité.

Y Définition 1.14

Soit f une application linéaire de E dans F . On appelle :

1. noyau de f , noté Ker f , le sous-ensemble de E défini par :

Ker f = {x ∈ E | f(x) = 0F }.

2. image de f , notée Im f , le sous-ensemble de F défini par :

Im f = f(E) = {y ∈ F | ∃x ∈ E, f(x) = y}.

Ñ Propriété 1.15 – ♥

Soit f une application linéaire de E dans F . Alors :

1. Ker f est un sous-espace vectoriel de E,

2. Im f est un sous-espace vectoriel de F .

Démonstration. D’après la propriété précédente, f(0E) = 0F , donc 0E ∈ Ker f et 0F ∈ Im f .
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• Soient (x, y) ∈ (Ker f)2 et (λ, µ) ∈ K2. Par linéarité de f :

f(λx+ µy) = λf(x) + µf(y) = λ 0F + µ 0F = 0F ,

donc λx+ µy ∈ Ker f . Ainsi Ker f est stable par combinaison linéaire ; c’est un sous-espace vectoriel de E.
• Soient (y1, y2) ∈ (Im f)2 et (λ, µ) ∈ K2. Il existe alors (x1, x2) ∈ E2 tels que y1 = f(x1) et y2 = f(x2). Par

linéarité :
λy1 + µy2 = λf(x1) + µf(x2) = f(λx1 + µx2) ∈ Im f.

Ainsi Im f est stable par combinaison linéaire ; c’est un sous-espace vectoriel de F .
�

ð Remarque 1.16

L’ensemble des solutions d’un système linéaire homogène à n équations et p inconnues peut s’écrire
comme le noyau d’une application linéaire de la forme :

Kp → Knx1...
xp

 7→


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,pxp
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,pxp

...
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,pxp


C’est donc un sous-espace vectoriel de Kp.

( Théorème 1.17 – Lien entre noyau et injectivité, image et surjectivité ♥

Soit f ∈ L(E,F ) une application linéaire. Alors :

1. f est injective si, et seulement si, Ker f = {0E}.
2. f est surjective si, et seulement si, Im f = F .

Démonstration.
1. Supposons f injective. Tout vecteur x du noyau Ker f vérifie f(x) = 0F = f(0E). Par injectivité de f ,

x = 0E. Ainsi Ker f ⊂ {0E}. L’inclusion réciproque étant toujours vraie (Ker f est un sous-espace vectoriel
de E), Ker f = {0E}.
Réciproquement, supposons Ker f = {0E}. Soient (x, y) ∈ E2 tels que f(x) = f(y). Par linéarité de f , on a
f(x− y) = f(x)− f(y) = 0F , donc x− y ∈ Ker f = {0E}, i.e. x = y. Ainsi f est injective.

2. Par définition, f est surjective si, et seulement si, pour tout y ∈ F , il existe x ∈ E tel que f(x) = y, ce qui
équivaut exactement à Im f = F (puisque Im f ⊂ F ).

�

v Exemple 1.18

Étudier la linéarité, l’injectivité et la surjectivité de l’application suivante :

f : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x− y + 4z, 3x− z) .

2 Applications linéaires en dimension finie

2.1 Caractérisation d’une application linéaire par l’image d’une base

Le résultat suivant permet d’affirmer qu’en dimension finie, une application linéaire est entièrement déterminée
par l’image d’une base : il suffit de choisir librement les images des vecteurs d’une base pour définir sans ambiguïté
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toute une application linéaire.

( Théorème 2.1 – Caractérisation d’une application linéaire par l’image d’une base

Soient E un espace vectoriel de dimension finie p ∈ N et F un espace vectoriel (de dimension
quelconque). Soient B = (e1, . . . , ep) une base de E et y1, . . . , yp des vecteurs de F .
Alors il existe une unique application linéaire f de E dans F telle que : ∀k ∈ J1, pK, f(ek) = yk.

Démonstration admise.

v Exemple 2.2

Déterminer toutes les applications linéaires f : R3[X]→ R[X] telles que :

f(1) = 0, f(X) = X, f(X2) = 2X2 et f(X3) = 3X3.

On déduit de la caractérisation précédente qu’il n’y a pas d’autres applications linéaires de Kp dans Kn que celles
déjà rencontrées.




Corollaire 2.3 – Forme d’une application linéaire de Kp dans Kn

Soit (e1, . . . , ep) la base canonique de Kp. Toute application linéaire f de Kp dans Kn est de la forme

Kp → Knx1...
xp

 7→


a1,1x1 + a1,2x2 + · · ·+ a1,pxp
a2,1x1 + a2,2x2 + · · ·+ a2,pxp

...
an,1x1 + an,2x2 + · · ·+ an,pxp

 .

où les scalaires ai,j sont définis par :

∀j ∈ J1, pK, f(ej) =

a1,j...
an,j

 .

2.2 Rang d’une application linéaire et théorème du rang

Ñ Propriété 2.4 – Détermination de l’image d’une application linéaire

Soient f : E → F une application linéaire et F = (e1, . . . , ep) une famille finie de vecteurs de E.
Alors :

1. Vect (f(e1), . . . , f(ep)) = f (Vect(e1, . . . , ep))

2. En particulier, si B est une base de E, Im f = Vect (f (B)).

Démonstration.

6



Mathématiques Applications linéaires BCPST 2 - JBS

1. Par linéarité de f , on a :

Vect (f(e1), . . . , f(ep)) =

{
p∑

k=1

λkf(ek) | (λk)16k6p ∈ Kp

}

=

{
f

(
p∑

k=1

λkek

)
| (λk)16k6p ∈ Kp

}

= f

({
p∑

k=1

λkek | (λk)16k6p ∈ Kp

})
= f (Vect(e1, . . . , ep)) .

2. Si B est une base de E, Vect(B) = E, donc, d’après le point 1, Vect(f(B)) = f(E) = Im f .
�

ð Remarque 2.5

Le premier point peut être retenu sous la forme Vect (f (F)) = f (Vect (F)).

Y Définition 2.6

Soient E un espace vectoriel E de dimension finie et F un espace vectoriel quelconque.
On appelle rang d’une application linéaire f ∈ L(E,F ), noté rg f , la dimension du sous-espace
vectoriel Im f :

rg f = dim (Im f) .

( Théorème 2.7 – Théorème du rang ♥

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F un espace vectoriel quelconque et f ∈ L(E,F ).

dim (Ker f) + rg f = dimE.

Démonstration. Notons p = dim Ker f . Si p 6= 0, on considère une base (e1, . . . , ep) du noyau Ker f , qu’on
complète en une base (e1, . . . , ep+k) de E (en lui ajoutant k vecteurs). Si p = 0, on considère n’importe quelle base
(e1, . . . , ep+k) de E. Dans tous les cas, on a, dimE = p + k = dim Ker f + k. Puisqu’on connait une base de E,
on en déduit Im f :

Im f = Vect(f(e1), . . . , f(ep), f(ep+1), . . . , f(ep+k)) = Vect(f(ep+1), . . . , f(ep+k)).

Étudions la liberté de la famille (f(ep+1), . . . , f(ep+k)). Soit (λ1, . . . , λk) ∈ Kk tel que :

λ1f(ep+1) + · · ·+ λkf(ep+k) = 0F , i.e. f (λ1ep+1 + · · ·+ λkep+k) = 0F .

Ainsi λ1ep+1+· · ·+λkep+k ∈ Ker f . Il existe donc (µ1, . . . , µp) ∈ Kp tel que λ1ep+1+· · ·+λkep+k = µ1e1+· · ·+µpep,
c’est-à-dire :

µ1e1 + · · ·+ µpep − λ1ep+1 − · · · − λkep+k = 0E .

Par liberté de la famille (e1, . . . , ep+k) (c’est une base de E), on trouve que λ1 = · · · = λk = 0, montrant ainsi que
la famille (f(ep+1), . . . , f(ep+k)) est libre. Ainsi :

rg f = dim Im f = dim Vect(f(ep+1), . . . , f(ep+k)) = k.

On en conclut que dimE = dim Ker f + rg f . �
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( Théorème 2.8 – Caractérisation d’une injection/surjection/bijection en dimension finie ♥

Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, B une base de E et f ∈ L(E,F ) une
application linéaire.

1. f est injective ⇔ rg f = dimE ⇔ f (B) est libre.

2. f est surjective ⇔ rg f = dimF ⇔ f (B) est génératrice de F .

3. f est bijective ⇔ rg f = dimE = dimF ⇔ f (B) est une base de F .

Démonstration.
1. D’après le théorème du rang (E est de dimension finie), dim Ker f + rg f = dimE, donc :

f injective⇔ Ker f = {0E} ⇔ dim Ker f = 0⇔ rg f = dimE.

Puisque B est une base de E, Im f = Vect(f(B)) = rg(f(B)). Or f(B) est une famille de dimE vecteurs.
Donc rg(f(B)) = dimE si, et seulement si, f(B) est libre. On en déduit donc que rg f = dimE ⇔ f(B) est
libre.

2. f surjective ⇔ Im f = F ⇔ dim Im f = dimF (car Im f ⊂ F ).
Par ailleurs Im f = F ⇔ Vect(f(B)) = F ⇔ f(B) est génératrice de F .

3. f bijective ⇔ f injective et surjective ⇔ rg f = dimE et rg f = dimF ⇔ rg f = dimE = dimF . Dans ce
cas f(B) est une famille libre et génératrice de F donc une base de F .

�




Corollaire 2.9

Soient E et F deux espaces vectoriels de même dimension finie et f ∈ L(E,F ). Alors :

f est injective ⇔ f est surjective ⇔ f est bijective.




Corollaire 2.10

Tout K-espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe à Kn.

Démonstration. Soit B = (e1, . . . , en) une base de E. Considérons l’application

ϕ :

Kn → E

(x1, . . . , xn) 7→
n∑

i=1

xiei
.

On vérifie sans difficulté que cette application est linéaire. Comme B est une base de E, tout vecteur de E s’écrit
de manière unique comme combinaison linéaire des ei ; l’existence de cette écriture donne la surjectivité de ϕ, son
unicité donne l’injectivité. Ainsi ϕ est un isomorphisme de Kn dans E, donc E et Kn sont isomorphes. �

v Exemple 2.11

L’application f qui, à tout polynôme P de R2[X], associe le vecteur (P (0), P (1), P (2)) de R3 est un
isomorphisme.
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3 Matrices et applications linéaires

3.1 Représentation matricielle d’une famille de vecteurs en dimension finie

Y Définition 3.1

Soient B = (e1, . . . , en) une base d’un K-espace vectoriel E et (v1, . . . , vp) une famille de p vecteurs
de E.
On appelle matrice de la famille (v1, . . . , vp) dans la base B, notée MatB(v1, . . . , vp), la matrice

(ai,j)16i6n
16j6p

où, pour tout j ∈ J1, pK,

a1,j...
an,j

 sont les coordonnées du vecteur vj dans la base B, i.e. :

∀j ∈ J1, pK, vj =
n∑
i=1

ai,jei.

v Exemple 3.2

1. Soient v1 = (5, 7) ∈ R2 et v2 = (−1, 4) ∈ R2. Déterminons MatB(v1, v2) dans le cas où B est :

a. la base canonique (e1, e2) de R2

b. (f1, f2) où

{
f1 = (0, 1)

f2 = (1, 0)

c. (g1, g2) où

{
g1 = (3, 1)

g2 = (1,−1)
.

2. Soient P1 = 1, P2 = (2X − 3)2 et P3 = X3 − 7.
Déterminons la matrice de (P1, P2, P3) dans la base canonique de R3[X].

3.2 Rang d’une matrice

Avant d’aller plus loin, munissons-nous d’un outil purement matriciel, le rang, qui ne demande que la notion de
matrice d’une famille de vecteurs vue à l’instant : nous verrons plus loin qu’il coïncide avec le rang d’une application
linéaire.

Y Définition 3.3 – Rang d’une matrice

On appelle rang d’une matrice A ∈ Mn,p(K), noté rgA, le rang de la famille de vecteurs formée
par les vecteurs colonnes de A.

ð Remarque 3.4

Pour tout A ∈Mn,p(K), rgA 6 min(n, p).
En effet : le rang de A est le rang d’une famille de p vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n.

Ñ Propriété 3.5 – Opérations élémentaires sur les colonnes

Le rang d’une matrice reste inchangé si l’on effectue l’une des opérations élémentaires suivantes :

• permutation de deux colonnes de A,

• multiplication de l’une des colonnes de A par un scalaire non nul,

• ajout à l’une des colonnes de A d’une combinaison linéaire des autres colonnes.

9
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( Théorème 3.6 – Invariance du rang par transposition

Une matrice et sa transposée ont même rang :

∀A ∈Mn,p(K), rg
(
AT
)

= rgA.

Démonstration admise.

ð Remarque 3.7

En conséquence, le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille formée par ses vecteurs lignes.
La méthode du pivot de Gauss est donc plus que conseillée dans le calcul du rang d’une matrice.

v Exemple 3.8

Déterminer le rang des matrices suivantes :

A =

 2 1 −1 1
−10 2 4 −2

3 5 −2 3

 B =

1 0 1 1 0
1 1 0 1 1
2 4 −2 1 0

 .

Ñ Propriété 3.9 – Lien entre rang d’une matrice et d’une famille de vecteurs

Soient B une base d’un espace vectoriel E de dimension finie et (u1, . . . , un) une famille de vecteurs
de E. Le rang de la famille (u1, . . . , un) est égal au rang de la matrice des coordonnées des vecteurs
dans la base B, i.e. :

rg(u1, . . . , un) = rg (MatB(u1, . . . , un)) .

3.3 Représentation matricielle d’une application linéaire en dimension finie

Y Définition 3.10 – Matrice d’une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies respectivement égales à p et n. Soit
u ∈ L(E,F ).
Soient B = (e1, . . . , ep) une base de E et B′ = (f1, . . . , fn) une base de F .
Pour tout j ∈ J1, pK, il existe (ai,j)16i6n ∈ Kn telle que :

u(ej) =

n∑
i=1

ai,jfi.

((ai,j)16i6n sont les coordonnées de u(ej) dans la base B′).
On appelle matrice de l’application linéaire u de la base B dans la base B′, notée MatB,B′(u) ou
encore MatB′←B(u), la matrice (ai,j)16i6n

16j6p
, i.e. la matrice de la famille de vecteurs (u(e1), . . . , u(ep))

dans la base B′ :

MatB′←B(u) = MatB,B′(u) = MatB′ (u(e1), . . . , u(ep)) = MatB′ (u (B)) .

Si E = F et B = B′, on note MatB(u) = MatB,B′(u).

10
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ð Remarque 3.11

D’après cette définition, la donnée d’une matrice A et le choix de deux bases BE et BF de deux
espaces vectoriels E et F suffit à définir une unique application linéaire de E vers F dont la matrice
de BE vers BF est la matrice A.

v Exemple 3.12 – Un exemple immédiat

La matrice d’une homothétie hλ dans n’importe quelle base B = (e1, . . . , en) de E est λIn :
chaque hλ(ek) = λek a en effet pour coordonnées (0, . . . , 0, λ, 0, . . . , 0) dans B.

v Exemple 3.13

On considère l’endomorphisme f de R3 défini par : ∀(x, y, z) ∈ R3, f(x, y, z) = (x+y, y+z, z+x).
On note B1 la base canonique de R3 et B2 la famille B2 = ((1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)). On admet
que B2 est une base de R3 (la démonstration est laissée au lecteurice). Déterminer la matrice de f
relativement à la base canonique puis la matrice de f de B1 vers B2.

3.4 Applications

Les matrices d’applications linéaires ne sont pas de simples tableaux de nombres : elles traduisent fidèlement toutes
les opérations sur les applications linéaires, ainsi que le calcul du noyau, de l’image et du rang.

Ñ Propriété 3.14 – Matrice d’une combinaison linéaire d’applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B1 et B2.
Soient λ ∈ K, f ∈ L(E,F ) et g ∈ L(E,F ). Alors :

MatB1,B2(λf + g) = λMatB1,B2(f) + MatB1,B2(g).

Démonstration admise (la démonstration est identique à celle vue en première année).

Ñ Propriété 3.15 – Matrice d’une composée d’applications linéaires

Soient B1, B2 et B3 des bases respectives de trois espaces vectoriels E, F et G de dimension finie.
Soient u ∈ L(E,F ) et soient v ∈ L(F,G). Alors :

MatB3←B1(v ◦ u) = MatB3←B2(v)×MatB2←B1(u).

Démonstration. Notons B1 = (e1, . . . , ep), B2 = (f1, . . . , fn) et B3 = (g1, . . . , gm).
On considère les matrices A = MatB2←B1(u) = (ai,j)16i6n

16j6p
et B = MatB3←B2(v) = (bk,i)16k6m

16i6n
définies par :

∀j ∈ J1, pK, u(ej) =

n∑
i=1

ai,jfi et ∀i ∈ J1, nK, v(fi) =

m∑
k=1

bk,igk.

Pour tout j ∈ J1, pK, par linéarité de v :

(v ◦ u)(ej) = v

(
n∑

i=1

ai,jfi

)
=

n∑
i=1

ai,j v(fi) =

n∑
i=1

ai,j

m∑
k=1

bk,igk =

m∑
k=1

(
n∑

i=1

bk,iai,j

)
gk =

m∑
k=1

(BA)k,j gk.

Ainsi la j-ème colonne de MatB3←B1
(v◦u) est exactement la j-ème colonne de BA, pour tout j : d’où MatB3←B1

(v◦
u) = BA = MatB3←B2(v)×MatB2←B1(u). �
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Y Définition 3.16

Soit A ∈Mn,p(K). On appelle :

1. noyau de A, noté KerA, l’ensemble défini par :

KerA = {X ∈Mp,1(K) | AX = 0n,1}.

2. image de A, notée ImA, l’ensemble défini par :

ImA = {AX ∈Mn,1(K), X ∈Mp,1(K)}.

Ñ Propriété 3.17 – Caractérisation matricielle d’une égalité vectorielle

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies. Soient B = (e1, . . . , ep) une base de E,
B′ = (f1, . . . , fn) une base de F , u ∈ L(E,F ) et A = MatB,B′(u).
Pour x ∈ E et y ∈ F , on note X (resp. Y ) la matrice-colonne des coordonnées de x (resp. y) dans
B (resp. B′). Alors :

1. y = u(x)⇔ Y = AX

2. x ∈ Keru⇔ X ∈ KerA

3. y ∈ Imu⇔ Y ∈ ImA.

Démonstration. (i) Notons X =

x1...
xp

. Alors x =

p∑
j=1

xjej. Par linéarité de u :

u(x) =

p∑
j=1

xj u(ej) =

p∑
j=1

xj

n∑
i=1

ai,jfi =

n∑
i=1

 p∑
j=1

ai,jxj

 fi =

n∑
i=1

(AX)i fi.

La matrice des coordonnées de u(x) dans B est donc AX. On en déduit donc que y = u(x)⇔ Y = AX.
(ii) x ∈ Keru⇔ u(x) = 0F ⇔ AX = 0⇔ X ∈ KerA.
(iii) y ∈ Imu⇔ ∃x ∈ E, y = u(x)⇔ ∃X ∈Mp,1(K), Y = AX ⇔ Y ∈ ImA. �

v Exemple 3.18

Soit u l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est A =

3 5 −1
1 2 0
0 −1 −1

.

1. Déterminer l’image du vecteur a = (1, 2, 3) par l’application u.

2. Déterminer le noyau de u.

3. Déterminer l’image de u.

4. Déterminer la matrice de u2 de la base canonique de R3 dans elle-même puis l’expression
analytique de u2.

( Théorème 3.19 – Caractérisation matricielle d’un isomorphisme

Soient B et B′ des bases respectives de deux K-espaces vectoriels E et F de même dimension finie
n. Soit u ∈ L(E,F ).
L’application linéaire u est un isomorphisme si, et seulement si, la matrice MatB,B′(u) est inversible.
Dans ce cas, on a :

MatB′,B
(
u−1

)
=
(
MatB,B′(u)

)−1
.

12
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Démonstration. Notons A = MatB,B′(u), matrice carrée de taille n.
Si u est un isomorphisme, u est en particulier injective, donc Keru = {0E}, donc KerA = {0} : la seule solution
de AX = 0 est X = 0, ce qui signifie que A est inversible.
Réciproquement, si A est inversible, alors KerA = {0}, donc Keru = {0E} : u est injective. Comme E et F ont
même dimension finie, u injective entraîne u bijective (corollaire du théorème du rang) : u est un isomorphisme.
Enfin, si u est un isomorphisme, la proposition de caractérisation matricielle appliquée à u−1 donne, pour tout
y ∈ F de coordonnées Y dans B′ : x = u−1(y) ⇔ y = u(x) ⇔ Y = AX, donc X = A−1Y (puisque A est
inversible). Ainsi les coordonnées de u−1(y) dans B s’obtiennent en appliquant A−1 à Y : MatB′,B(u−1) = A−1. �

v Exemple 3.20 – Un exemple immédiat

L’endomorphisme f de R2 défini par f : (x, y) 7→ (x+ y, x− y) est un automorphisme. En effet, sa

matrice dans la base canonique est A =

(
1 1
1 −1

)
, de déterminant −2 6= 0, donc inversible.

v Exemple 3.21

On considère l’application ϕ qui à tout polynôme P ∈ R2[X] associe ϕ(P ) = P − P ′.
1. Vérifier que ϕ est un endomorphisme de R2[X].

2. Déterminer la matrice A de ϕ dans la base canonique de R2[X].

3. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

4. En déduire que ϕ est un automorphisme de R2[X] puis identifier l’isomorphisme réciproque.

3.5 Rang d’une application linéaire et de sa matrice

Nous disposons déjà, depuis la section 2.2, du rang d’une application linéaire ; nous venons de définir, indépen-
damment, le rang d’une matrice. Il reste à vérifier que ces deux notions coïncident : c’est ce que fait la proposition
suivante.

Ñ Propriété 3.22 – Lien entre rang d’une matrice et d’une application linéaire

Soient E et F deux espaces vectoriels munis respectivement des bases B et B′.
Soit u ∈ L(E,F ). Alors :

rg u = rg
(
MatB,B′(u)

)
.

Démonstration. Par définition, rg u = dim Imu = dim Vect(u(B)) (puisque B est une base de E). Ainsi rg(u) =
rg(u(B)). D’après la proposition précédente, ce rang est aussi celui de MatB′(u(B)), qui n’est autre que MatB,B′(u)
par définition de la matrice d’une application linéaire. D’où rg u = rg (MatB,B′(u)). �

ð Remarque 3.23 – (à retenir)

Le rang d’une application linéaire est le rang d’une de ses matrices dans des bases quelconques.

v Exemple 3.24 – Un exemple immédiat

L’endomorphisme f de R2 défini par f : (x, y) 7→ (x+y, x+y) a pour noyau Ker f = Vect ((1,−1)),
donc dim Ker f = 1 (puisque (1,−1) 6= (0, 0)). D’après le théorème du rang, rg f = 2− 1 = 1.

13
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( Théorème 3.25 – Théorème du rang pour les matrices ♥

Soit A ∈Mn,p(K). Alors :
dim KerA+ rgA = p.

Démonstration. Considérons l’application linéaire u définie par

u : Mp,1(K) → Mn,1(K)
X 7→ AX

.

Remarquons que :

Keru = {X ∈Mp,1(K) | AX = 0} = KerA

Imu = {AX ∈Mn,1(K) | X ∈Mp,1(K)} = ImA.

Le théorème du rang appliqué à l’application linéaire u (l’espace de départ Mp,1(K) étant de dimension finie)
garantit que dim Keru+ rg u = dimMp,1(K), i.e. dim KerA+ rgA = p. �

ð Remarque 3.26

On peut même montrer que A = MatB,B′(u) en notant B et B′ les bases canoniques deMp,1(K) et
Mn,1(K).




Corollaire 3.27

Soit A ∈Mn(K). Alors A est une matrice inversible si, et seulement si, rgA = n.

Démonstration. La matrice A est inversible si, et seulement si, l’équation AX = 0 n’admet que la solution nulle,
i.e. KerA = {0}, i.e. dim KerA = 0. D’après le théorème du rang pour les matrices (avec p = n), cela équivaut à
rgA = n− 0 = n. �
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4 Méthodes

4.1 Montrer qu’une application est un endomorphisme

Æ Méthode 4.1

Pour montrer qu’une application f : E → F est un endomorphisme d’un espace vectoriel E (de
dimension finie), il faut montrer qu’elle est linéaire et que Im f ⊂ E. Pour vérifier le deuxième point,
on peut montrer l’image de tout élément de E est encore dans E, ou bien le vérifier uniquement
pour les vecteurs d’une base (e1, . . . , en) de E :

∀k ∈ J1, nK, f(ek) ∈ E.

En effet :
Im f = f(E) = Vect(f(e1), . . . , f(en)) ⊂ E,

par stabilité de E par combinaisons linéaires.

v Exemple 4.2 – ♥

Montrer que l’application f : P 7→ X2P ′ − 4XP + 4P est un endomorphisme de C4[X].

Démonstration. On commence par montrer la linéarité de f . Soient (P,Q) ∈ C4[X]2 et λ ∈ C.

f(λP+Q) = X2(λP+Q)′−4X(λP+Q)+4(λP+Q) = λ(X2P ′−4XP+4P )+(X2Q′−4XQ+4Q) = λf(P )+f(Q).

Déterminons l’image de f .

f(1) = −4X + 4, f(X) = −3X2 + 4X, f(X2) = −2X3 + 4X2, f(X3) = −X4 + 4X3 et f(X4) = 4X4.

Puisque (1, X,X2, X3, X4) forme une base de C4[X] qui est stable par combinaisons linéaires, on a

Im f = Vect(f(1), f(X), f(X2), f(X3), f(X4))

= Vect(−4X + 4︸ ︷︷ ︸
∈C4[X]

,−3X2 + 4X︸ ︷︷ ︸
∈C4[X]

,−2X3 + 4X2︸ ︷︷ ︸
∈C4[X]

,−X4 + 4X3︸ ︷︷ ︸
∈C4[X]

, 4X4︸︷︷︸
∈C4[X]

) ⊂ C4[X].

On en déduit donc que f est un endomorphisme de C4[X]. �

4.2 Déterminer l’image d’une application linéaire

Æ Méthode 4.3

Pour déterminer l’image d’une application linéaire f : E → F , il suffit de déterminer l’image d’une
base B de E : Im f est engendrée par la famille f(B). On peut même déterminer une base de Im f
par extraction d’une famille libre de f(B).
Cela est particulièrement aisé si l’on connaît la matrice A de f relativement à des bases B de E et
B′ de F : Im f est alors engendrée par les vecteurs dont les coordonnées dans B′ sont les colonnes
de A.

On a déjà appliqué cette méthode dans l’exemple précédent. On illustre ci-après a même idée lorsque l’application
est définie par sa matrice relativement à deux bases fixées.
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v Exemple 4.4

Soit E un K-espace vectoriel de dimension 4, muni d’une base B = (e1, e2, e3, e4), et F un K-espace
vectoriel de dimension 3, muni d’une base B′ = (f1, f2, f3). Soit u ∈ L(E,F ) dont la matrice dans
les bases B et B′ est

A = MatB,B′(u) =

1 0 1 2
0 1 1 1
1 1 2 3

 .

Déterminer une base de Im(u).

Démonstration. Puisque (e1, e2, e3, e4) est une base de E, Im(u) = Vect(u(e1), u(e2), u(e3), u(e4)). Par lecture
de la matrice A, on trouve que u(e1) = f1 + f3, u(e2) = f2 + f3, u(e3) = f1 + f2 + 2f3 et u(e4) = 2f1 + f2 + 3f3.
On remarque que u(e3) = u(e1) +u(e2) et u(e4) = u(e1) +u(e3) (ce qu’on aurait trouvé en étudiant la liberté de la
famille (u(e1), u(e2), u(e3), u(e4))). Ainsi Im(u) = Vect(u(e1), u(e2)) = Vect(f1 + f3, f2 + f3). Puisque les vecteurs
f1 + f3 et f2 + f3 ne sont pas colinéaires (la famille (f1, f2, f3) est libre), ils forment une base de Im(u). �

4.3 Déterminer la matrice d’une application linéaire relativement à deux bases

Æ Méthode 4.5

Pour déterminer la matrice d’une application linéaire f d’une base B dans une base B′, il suffit
de calculer, pour chaque vecteur de la base de départ B, son image par f , puis de déterminer les
coordonnées de cette image dans la base B′.

v Exemple 4.6 – ♥

On munitM2(R) de sa base canonique B = (E1,1, E1,2, E2,1, E2,2). Déterminer la matrice dans B de
l’endomorphisme deM2(R) qui, à toute matrice, associe sa transposée.

Démonstration. On note f : M 7→MT l’endomorphisme deM2(R) à étudier. Puisque :

f(E1,1) = ET
1,1 = E1,1 = 1E1,1 + 0E1,2 + 0E2,1 + 0E2,2,

f(E1,2) = ET
1,2 = E2,1 = 0E1,1 + 0E1,2 + 1E2,1 + 0E2,2,

f(E2,1) = ET
2,1 = E1,2 = 0E1,1 + 1E1,2 + 0E2,1 + 0E2,2,

f(E2,2) = ET
2,2 = E2,2 = 0E1,1 + 0E1,2 + 0E2,1 + 1E2,2,

on peut alors remplir la matrice de f dans B colonne par colonne :

MatB(f) =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1

 .

�

v Exemple 4.7

On munit l’espace vectoriel E = R1[X] de la base B = (1 +X, 1−X).
Déterminer la matrice de l’endomorphisme ϕ : P 7→ P (1) +XP (−1) dans la base B.

Démonstration. Puisque ϕ(1 +X) = 2 = 1 · (1 +X) + 1 · (1−X) et ϕ(1−X) = 2X = 1 · (1 +X)− 1 · (1−X),

on trouve que MatB(ϕ) =

(
1 1
1 −1

)
. �
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4.4 Déterminer le noyau d’une application linéaire

Æ Méthode 4.8

Pour déterminer le noyau d’une application linéaire f : E → F , on peut :

• résoudre directement l’équation f(x) = 0F (méthode vectorielle) ;

• résoudre l’équation matricielle AX = 0, où A désigne la matrice de f relativement à des bases
B de E et B′ de F , i.e. déterminer KerA (méthode matricielle).
Attention cependant : les matrices-colonnes solutions de l’équation AX = 0 sont les coordon-
nées, dans la base B (et non nécessairement dans la base canonique), des vecteurs du noyau
de f .

v Exemple 4.9 – ♥

Déterminer le noyau de l’application linéaire u : R3[X] → R2[X] dont la matrice relativement aux
bases canoniques de ces espaces est :

A =

0 1 0 0
0 0 2 0
1 0 0 3



Démonstration. Commençons par déterminer le noyau de A. Soit X =


x
y
z
t

 ∈M4,1(R).

X ∈ KerA⇔ AX = 0⇔


y = 0

2z = 0

x+ 3t = 0

⇔

{
y = z = 0

x = −3t

On en déduit que :

Ker(A) =



−3t

0
0
t

 , t ∈ R

 =

t

−3
0
0
1

 , t ∈ R

 = Vect



−3
0
0
1


 .

Puisque


−3
0
0
1

 sont les coordonnées du polynôme X3− 3 dans la base canonique (base de départ de A) de R3[X],

on trouve que Ker(u) = Vect(X3 − 3). �

v Exemple 4.10

Déterminer le noyau de l’application linéaire v : R3[X]→ R2[X] définie par v : P 7→ P ′ +P (0) ·X2.

Démonstration. Soit P = a+ bX + cX2 + dX3 ∈ R3[X].

P ∈ Ker(v)⇔ P ′ + P (0)X2 = 0⇔ (b+ 2cX + 3dX2) + aX2 = 0⇔


b = 0

2c = 0

a = −3d

⇔ P = d(X3 − 3).

On en déduit que Ker(v) = Vect(X3 − 3). �

On remarquera que les applications u et v des deux exemples précédents sont les mêmes. Ces deux exemples
illustrent donc une manière vectorielle et une manière matricielle de déterminer le noyau d’une application linéaire.
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4.5 Montrer qu’une application linéaire est un isomorphisme

Æ Méthode 4.11

Pour montrer qu’une application linéaire f : E → F est un isomorphisme, on peut choisir l’une des
méthodes suivantes.

• Montrer que f est injective (en déterminant son noyau) et surjective (en déterminant son
image ou en calculant son rang).

• Si l’on sait déjà que E et F sont de dimension finie avec dimE = dimF , il suffit de montrer
que f est injective ou surjective.

• Déterminer la matrice (carrée !) A ∈ Mn(K) de f relativement à des bases B de E et B′ de
F , puis vérifier que A est inversible : en montrant que KerA = {0}, ou que rgA = n, ou en
exhibant explicitement l’inverse de A (ce qui donne de plus la matrice de f−1 de B′ dans B).

v Exemple 4.12 – ♥

Soit H = Vect(ch, sh) le sous-espace vectoriel de F(R,R) engendré par les fonctions :

ch : x 7→ ex + e−x

2
et sh : x 7→ ex − e−x

2
.

Montrer que l’application linéaire Ψ : H → R2 qui, à tout f ∈ H, associe Ψ(f) = (f(− ln 2), f(ln 2)),
est un isomorphisme.

Démonstration. On vérifie d’abord que (ch, sh) est une base de H. La famille est génératrice de H par définition
de H. Elle est aussi libre. En effet, si a ch +b sh = 0, on trouve que a = 0 en évaluant en 0 puis b = 0 en évaluant
en 1. La famille (ch, sh) est donc bien une base de H.

Comme Ψ(ch) =

(
5

4
,

5

4

)
et Ψ(sh) =

(
−3

4
,

3

4

)
, la matrice de Ψ de la base (ch, sh) de H et vers la base canonique

de R2 est A =

(
5/4 −3/4
5/4 3/4

)
. Puisque son déterminant vérifie detA =

15

8
6= 0, la matrice A est inversible, et Ψ

est un isomorphisme de H dans R2. �

4.6 Calculer le rang d’une application linéaire

Æ Méthode 4.13

Pour calculer le rang d’une application linéaire f : E → F , on peut :

• déterminer Im f puis calculer sa dimension ;

• déterminer dim Ker f puis appliquer le théorème du rang ;

• calculer le rang de n’importe quelle matrice de f relativement à des bases de E et F .

v Exemple 4.14

Déterminer le rang de l’application u : R3[X] → R2[X] dont la matrice relativement aux bases
canoniques de ces espaces est :

A =

0 1 0 0
0 0 2 0
1 0 0 3


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Démonstration.
• Méthode matricielle.

rg(u) = rg(A) = rg

0 1 0 0
0 0 2 0
1 0 0 3

 = rg

1 0 0 3
0 1 0 0
0 0 2 0

 = 3.

• Passage par le noyau et le théorème du rang.
On a prouvé dans l’exemple 4.10 que Ker(u) = Vect(X3 − 3). Puisque X3 − 3 6= 0, dim Ker(u) = 1. En
appliquant le théorème du rang (R3[X] est de dimension finie), on trouve que :

rg(u) = dimR3[X]− dim Ker(u) = 4− 1 = 3.

�

Démonstrations à connaitre
• Propriété 1.15 : noyau et image d’une application linéaire sont des espaces vectoriels.
• Théorème 1.17 : lien entre noyau et injectivité, image et surjectivité.
• Théorème 2.7 : théorème du rang.
• Théorème 2.8 : caractérisation d’une injection/surjection/bijection en dimension finie.
• Théorème 3.25 : théorème du rang pour les matrices.
• Exemple 4.2 (montrer qu’une application est un endomorphisme).
• Exemple 4.6 (déterminer la matrice d’une application linéaire).
• Exemple 4.9 (déterminer le noyau d’une application linéaire par l’une de ses matrices).
• Exemple 4.12 (montrer qu’une application linéaire est un isomorphisme).
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