Mathématiques Applications linéaires BCPST 2 J-B. Say

1 Applications Linéaires

1.1 Deéfinitions et exemples
Réﬁnition 1

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On dit qu'une application f : E — F est une application linéaire si :

{V/\ €K, Vz € E, f(\z) = Af(x)
V(z,y) € E?, f(z+y) = f(z)+ f(y)

L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F).

Proposition 2

Soient E et I’ deux espaces vectoriels sur K. Une application f : E — F' est linéaire si, et seulement si, on a :

VYA €K, Y(z,y) € E?, f(\z+y)=A(2)+ fy)

Exemple 3 (Exemples fondamentaux !)
(i) L’application ci-dessous, appelée 'application nulle de E dans F, est une application linéaire.

EFE — F
r +— Op

(ii) Soit A € K un scalaire. L’application hy = AIdg, appelée homothétie vectorielle de rapport A sur E, est
une application linéaire.

hy: F — FE
T = AT

En particulier, Papplication identité Idg est une application linéaire de E dans lui-méme.

(iii) Soient p € N* et (aq,...,a,) € KP. L’application ci-dessous est une application linéaire de K? vers K :
KP — K
(x1,22,...,Tp) = a1x1 +agxa+ -+ apxp

(iv) Soient (n,p) € (N*)? et (aij)i<i<n € (KP)". L’application ci-dessous est linéaire de KP dans K.
1<5<p
KP K"
1,121 + a12%2 + -+ a1pTp

1
2,121 + a22%2 + -+ + a2 Ty

Lp

Ap,1T1 + Ap 222 + -+ AppTp

Proposition 4 (admise)

Soit f : E— F une application linéaire. On a alors :
(i) f(0g) =0F,
(11> Vo € Ea f(—l‘) = _f($)7

(i) V(z1,...,2n) € E™, Y\, ..., ) €K, f (Z)\kxk> => Mef(zr).
k=1 k=1
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Définition 5
Soit f : ' — F une application linéaire.

(i) On dit que f est un endomorphisme si Vx € E, f(x) € E (ou encore f(F) C E).

L’ensemble des endomorphismes de E est noté¢ L(E).
(ii) On dit que f est un isomorphisme (d’espaces vectoriels) si f est une application linéaire bijective.

(iii) On dit que f est un automorphisme de F si f est un endomorphisme et un isomorphisme.

L’ensemble des automorphismes de F, noté GL(E), est appelé groupe linéaire de F.

Exemple 6
H Soit n € N. L’application f qui, & tout polynéme P de R, [X], associe P’ est un endomorphisme de R,,[X].

Remarque 7
‘ L’application identité Idg est un automorphisme qui est sa propre réciproque.

Définition 8
On dit que deux espaces vectoriels F et F' sont isomorphes s’il existe un isomorphisme de E dans F'.

1.2 Opérations sur les applications linéaires

Proposition 9 (admise)

Soient f et g deux applications linéaires de E dans F.
Pour tout (A, i) € K2, I'application A\f + ug est une application linéaire de E dans F.

Proposition 10 (Composée d’applications linéaires (admise))

Soient E, F et G trois espaces vectoriels. Soit f € L(E, F) et soit g € L(F,G).
Alors g o f est une application linéaire de E dans G, i.e. go f € L(E,G).

Proposition 11 (Réciproque d’un isomorphisme (admise))

Soit f un isomorphisme de E dans F. Alors f~! est un isomorphisme de F dans E.

Proposition 12 (admise)

Soient f € L(E,F) et g € L(F,G) deux applications linéaires.
Si f et g sont deux isomorphismes, alors g o f est un isomorphisme de E dans G et :

(gof) '=flog € LG, E).

Notation 13
Pour f € L(E), onnote fO =Idg, fl=f, f2=fofet:

Vn>2 ff=fofrlt=flof=fo...0f (n facteurs).
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1.3 Applications linéaires injectives/surjectives

Définition 14

Proposition 15

Démonstration.

Remarque 16 (Application)

(i) Ker f est un sous-espace vectoriel de F,

Soit f une application linéaire de E dans F'. On appelle :

(i) noyau de f, noté Ker f, le sous-ensemble de E défini par :

Kerf={zx e E| f(x) =0r}.

(ii) image de f, notée Im f, le sous-ensemble de F' défini par :

Imf=f(E)={yeF|3xvekE, f(z)=y}.

Soit f une application linéaire de F dans F'. Alors :

KP — K"
a1,101 + a1 229 +
a21T1 + ag2x2 +

Lp
ap,1T1 + ap2T2 +

C’est donc un sous-espace vectoriel de KP.

st apTp
et agpTp

w T npp

Théoréme 17 (Lien entre noyau et injectivité, image et surjectivité)

Soit f € L(E, F') une application linéaire. Alors :
(i) f est injective si, et seulement si, Ker f = {0g}.

(ii) f est surjective si, et seulement si, Im f = F'.

(ii) Im f est un sous-espace vectoriel de F.

L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne a n équations et p inconnues peut s’écrire comme le
noyau d’une application linéaire de la forme :
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Démonstration.

Exemple 18

Etudier la linéarité, I'injectivité et la surjectivité de ’application suivante :

f+ R = R?
(x,y,2) — (z—y+42,3z—2z2) "
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2 Applications Linéaires en dimension finie

2.1 Caractérisation d’une application linéaire par I’image d’une base

Le résultat suivant permet d’affirmer qu’en dimension finie, une application linéaire est entiérement déterminée par
I'image d’une base.

Théoréme 19 (Caractérisation d’une application linéaire par l’image d’une base (admise))

Soient E un espace vectoriel de dimension finie p € N et F' un espace vectoriel (de dimension quelconque).
Soient B = (eq,...,ep) une base de E et yi,...,y, des vecteurs de F.
Alors il existe une unique application linéaire f de E dans F' telle que : Vk € [1,p], f(ex) = yk.

Exemple 20
Déterminer toutes les applications linéaires f : R3[X] — R[X] telles que :

f) =0, f(X)=X, f(X*)=2X? et f(X?)=3X3

Corollaire 21 (Propriété fondamentale de représentation matricielle (admise))

Soit (eyq,...,ep) la base canonique de KP. Toute application linéaire f de KP dans K" est de la forme :
KP - K"
- 1,11 + a122 + -+ + a1 pTy
. (2,121 + a22%2 + -+ + a2 pTp
: —
Tp

An 121 + ap2%2 + -+ + AppTp

ot les scalaires a; ; sont définis par :
al’]
vje[L,p], fle) =

Qn,j

2.2 Rang d’une application linéaire et théoréme du rang

Proposition 22 (Détermination de l’image d’une application linéaire)

Soient f : E — F' une application linéaire et F = (ey,. .., ep) une famille finie de vecteurs de E. Alors :
(i) Vect(f(e1),...,f(ep)) = f(Vect(ei,...,ep)) (qu'on retiendra sous la forme : Vect (f (F)) = f (Vect (F))).

(i) En particulier, si B est une base de E, Im f = Vect (f (B)).

Démonstration.
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Remarque 23 (A retenir)

Ce résultat permet de déterminer facilement une base de Im f : l'image d’une base de F en est une famille
génératrice. Il suffit d’étudier sa liberté pour en déterminer une base.

Remarque 24
‘ Déterminer I'image de ’application linéaire définie & I'exemple 18.

Définition 25
Soient E un espace vectoriel E¥ de dimension finie et F' un espace vectoriel quelconque.
On appelle rang d’une application linéaire f € L(FE, F'), noté rg f, la dimension du sous-espace vectoriel Im f :

rg f = dim (Im f).

Théoréme 26 (Théoréme du rang (admis))

Soient E un espace vectoriel de dimension finie, F' un espace vectoriel quelconque et f € L(E, F).

dim (Ker f) + rg f = dim E.

Théoréme 27 (Caractérisation d’une injection/surjection/bijection en dimension finie)

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, respectivement égales & p et n.
Soit B = (e1,...,ep) une base de E et soit f € L(E, F') une application linéaire.

(i) f est injective < rgf =p < f(B) est libre.
(i
(ii

)
i) f est surjective < rgf=n < f(B) est génératrice de F'.
i) f est bijective < rgf=n=p < f(B) est une base de F.

Démonstration.
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Corollaire 28

Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension finie et f € L(E, F). Alors :

f est injective < f est surjective < f est bijective.

Démonstration.

Corollaire 29

Tout espace vectoriel de dimension finie n est isomorphe & K™.

Démonstration.

Exemple 30
H L’application f qui, & tout polynéme P de Ry[X], associe le vecteur (P(0), P(1), P(2)) de R? est un isomorphisme.

3 Matrices et applications linéaires

3.1 Représentation matricielle d’une famille de vecteurs en dimension finie
Définition 31
Soient B = (eq, ..., e,) une base d'un K-espace vectoriel E et (vy,...,v,) une famille de p vecteurs de E.

On appelle matrice de la famille (vy,...,v,) dans la base B, notée Matg(v1,...,vp), la matrice (a; ;)1<i<n 01,
N
a/17j

pour tout j € [1,p], : sont les coordonnées du vecteur v; dans la base B , i.e. :

an 7j

n
V] S [[1,]9]], v = Zai,jei.
=1
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Exemple 32
1. Soient v1 = (5,7) € R? et vg = (—1,4) € R%. Déterminons Matg(v1,v2) dans le cas ot B est :

fi= (07 1)
fa= (1’0)

g1 = (37 1)

a. la base canonique (e1, ez) de R? b. (f1, f2) ou
g2 = (1) _1)

c. (g1,92) ou {

2. Soient Py =1, Py = (2X —3)2 et Py = X3 7.

Déterminons la matrice de (P;, Py, P3) dans la base canonique de R3[X].
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3.2 Représentation matricielle d’une application linéaire en dimension finie

Définition 33 (Matrice d’une application linéaire)

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies respectivement égales a p et n. Soit u € L(E, F).
Soient B = (e1,...,ep) une base de E et B’ = (f1,..., fn) une base de F.
Pour tout j € [1,p], il existe (a;;)1<i<n € K" telle que :

u(ej) = Z a; j fi
i=1

((ai j)1<i<n sont les coordonnées de u(e;) dans la base B').
On appelle matrice de I’application linéaire v de la base B dans la base B', notée Matp (u) ou encore

Matprp(u), la matrice (a;;)1<i<n, i.e. la matrice de la famille de vecteurs (u(e1),...,u(ep)) dans la base B :
1<y<p

Matp . p(u) = Matg s (u) = Matp (u(ey),. .. ,u(ep)) = Matg (u (B)) .

Si E =F et B= 5B, on note Matg(u) = Matg g/ (u).

Remarque 34
D’aprés cette définition, la donnée d’une matrice A et le choix deux bases Bg et Br de deux espaces vectoriels F
et I suffit & définir une unique application linéaire de E vers F' dont la matrice de Bg vers By est la matrice A.

Exemple 35

On considére 'endomorphisme f de R3[X| défini par : VP € R3[X], f(P)=P(X +1) — P(X).

On note By la base canonique de R3[X] et By la famille By = (1,X +1,(X +1)%, (X + 1)?). Déterminer la
matrice de f relativement a la base canonique puis la matrice de f de By vers Bs.




Mathématiques Applications linéaires BCPST 2 J-B. Say

3.3 Applications

Proposition 36 (Matrice d’une combinaison linéaire d’applications linéaires (admis))

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, de bases respectives B et Bs.

Soient A € K, f € L(E,F) et g € L(E,F). Alors :

Mat31732 ()‘f + g) =A MatBLBz (f) + MatBth (g)

Proposition 37 (Matrice d’une composée d’applications linéaires)

Soient Bi, Bs et Bs des bases respectives de trois espaces vectoriels E, F' et G de dimension finie.
Soient u € L(E, F) et soient v € L(F,G). Alors :

Matpg, B, (vou) = Matp,B,(v) x Matp,«z, (u).

Démonstration.

Définition 38
Soit A € My, ,(K). On appelle :

(i) noyau de A, noté Ker A, 'ensemble défini par :

KerA={X e M, 1(K) | AX =0,.}.

(ii) image de A, notée Im A, 'ensemble défini par :

ImA={AX € My (K), X € M,1(K)}.

Proposition 39 (Caractérisation matricielle d’une égalité vectorielle)

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies. Soient B = (eq,...,e,) une base de E, B' = (f1,..., fn)
une base de F', u € L(E,F) et A= Matgpg (u).

Pour z € F et y € F, on note X (resp. Y) la matrice-colonne des coordonnées de x (resp. y) dans B (resp. B).
Alors :

(i) y=u(z) Y = AX (ii) z € Keru < X € Ker A (i) y € Imu < Y € Im A.

10
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Démonstration.
Exemple 40
3 5 -1
Soit u ’'endomorphisme de R? dont matrice dans la base canonique (de R3) est A= [1 2 0
0 -1 -1

1. Déterminer I'image du vecteur a = (1,2, 3) par l'application w.
2. Déterminer le noyau de u.

3. Déterminer la matrice de u? de la base canonique de R? dans elle-méme puis I'expression analytique de u?.

11
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Théoréme 41 (Caractérisation matricielle d’un isomorphisme)

Soient B et B’ des bases respectives des deux E et F' deux K-espaces vectoriels. Soit u € L(E, F).
L’application linéaire u est un isomorphisme si, et seulement si, la matrice Matp g/ (u) est inversible.
Dans ce cas, on a :

Matg 5 (u_l) = (MatB,B/(u))_l

Démonstration.

Exemple 42
On considére Papplication ¢ qui a tout polynéme P € Ry[X]| associe o(P) = P — P’.

1. Vérifier que ¢ est un endomorphisme de Ra[X].
2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique de Ry[X].
3. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

4. En déduire que ¢ est un automorphisme de Ry[X] puis identifier 'isomorphisme réciproque.

12
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Exemple 43
On considére 'endomorphisme :

w : RQ [X} — RQ [X]
P(X) —» P(X+1)"
1. Montrer que % est un isomorphisme et déterminer I'isomorphisme réciproque.

2. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique de Ro[X].

3. Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

4 Rang

Définition 44 (Rang d’une matrice)

On appelle rang d’une matrice A € M,, ,(K), noté rg A, le rang de la famille de vecteurs formée par les vecteurs
colonnes de A.

Remarque 45
Pour tout A € M, ,(K), rg A < min(n,p).
En effet : le rang de A est le rang d’une famille de p vecteurs d’un espace vectoriel de dimension n.

Proposition 46 (Opérations élémentaires sur les colonnes (admise))

Le rang d’une matrice reste inchangé si ’on effectue I'une des opérations élémentaires suivantes :
- permutation de deux colonnes de A,

- multiplication de I'une des colonnes de A par un scalaire non nul,

- ajout & I'une des colonnes de A un combinaison linéaire des autres colonnes.

Théoréme 47 (Invariance du rang par transposition (admis))

Une matrice et sa transposée ont méme rang :

VA e M, ,(K), rg (AT) =rg A.

13
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Remarque 48
En conséquence, le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille formée par ses vecteurs lignes.
La méthode du pivot de Gauss est donc plus que conseillée dans le calcul du rang d’une matrice.

Exemple 49
Déterminer le rang des matrices suivantes :
1 -1 1 10 1 10
A=|-10 2 4 -2 B=111 0 11
3 5 =2 3 2 4 -2 10

Proposition 50 (Lien entre rang d’une matrice et d’une famille de vecteurs (admis))

Soient B une base d’un espace vectoriel E de dimension finie et (uq, ..., u,) une famille de vecteurs de E.
Le rang de la famille (ug,...,u,) est égal au rang de la matrice de ces vecteurs écrits dans la base B, i.e. :

rg(uy, ..., uy) =rg (Matg(ui, ..., up)).

Proposition 51 (Lien entre rang d’une matrice et d’une application linéaire)

Soient F et F deux espaces vectoriels munis respectivement des bases B et B'.

Soit u € L(E, F'). Alors :
rgu = rg (Matg z/(u)) .

Démonstration.

Remarque 52 (A retenir)
Le rang d’une application linéaire est le rang d’une de ses matrices dans des bases quelconques.

14
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Théoréme 53 (Théoréme du rang pour les matrices)
Soit A € M, ,(K). Alors :

dimKer A +rg A = p.

Démonstration.

Corollaire 54

Soit A € M, (K). Alors A est une matrice inversible si, et seulement si, rg A = n.

Démonstration.

15



