
Mathématiques Applications linéaires BCPST 2 J-B. Say

Exercice 1. ♥ [Corrigé] FFFFF

Calculer le rang des matrices ci-dessous. Dans le cas où elles sont inversibles, déterminer
leur inverse.

A =

2 7 3
3 9 4
1 5 3

 B =


2 3 −1 1
0 1 1 1
−1 1 1 2
1 3 4 2



C =


2 1 −2 1
−1 3 −1 1
3 −1 1 3
1 2 −3 0

 D =


1 −1 1 1
−1 0 1 −1
0 −1 2 0
2 −1 0 2

 .

Exercice 2. ♥ [Corrigé] FFFFF

On considère les applications suivantes :

f : R2 → R3

(x, y) 7→ (x− y, x, x + y)
et g : R3 → R2

(x, y, z) 7→ (x + y + z, 2x− y + 3z)

1. a. Montrer que f est une application linéaire.
b. Déterminer son noyau, son image et son rang.
c. L’application f est-elle injective ? surjective ? bijective ?

2. Même question pour l’application g.

Exercice 3. ♥ [Corrigé] FFFF

Montrer à l’aide d’une application linéaire bien choisie que l’ensemble E défini ci-dessous est
un R-espace vectoriel.

E =

{
f ∈ C0([0, 1],R) |

∫ 1

0

f(x) dx = 0

}

Exercice 4. ♥ [Corrigé] FFFF

On considère la matrice A =

 2 −2 1
2 −3 2
−1 2 0

.

1. Calculer le rang de la matrice A. Que peut-on en déduire ?

2. Calculer (A− I3)(A + 3I3). En déduire que A−1.

3. Montrer que, pour tout n ∈ N, il existe (un, vn) ∈ R2 tel que An = unA + vnI3.

4. Exprimer un et vn puis An en fonction de n ∈ N.

Exercice 5. ♥ [Corrigé] FFFF

Soit E un K-espace vectoriel et soit f ∈ L(E). Montrer que :

(i) Ker f = Ker f2 ⇔ Im f ∩Ker f = {0E}.

(ii) Im f = Im f2 ⇔ ∀z ∈ E,∃(x, y) ∈ Ker f × Im f, z = x + y.

Exercice 6. [Corrigé] FFFF

Soient a un réel et n un entier naturel. On considère la fonction f définie sur Rn[X] par :

∀P ∈ Rn[X], f(P ) = (X − a)(P ′ + P ′(a))− 2(P − P (a)).

1. Vérifier que f est un endomorphisme de Rn[X].

2. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de Rn[X].

3. Montrer que la famille B = (1, (X − a), . . . , (X − a)n) est une base de Rn[X].

Déterminer la matrice D de f dans cette base.

4. Quelle relation existe-t-il entre A etD ? On pourra remarquer que f = IdRn[X] ◦f◦IdRn[X].

Exercice 7. [Corrigé] FFFF

Soit E un K-espace vectoriel et soit f ∈ L(E) tel que f2 − 5f + 6 IdE = 0.

1. Calculer (f − 2 IdE) ◦ (f − 3 IdE) et (f − 3 IdE) ◦ (f − 2 IdE).

2. En déduire que :

∀z ∈ E, ∃!(x, y) ∈ Ker(f − 2 IdE)×Ker(f − 3 IdE), z = x + y.

Exercice 8. [Corrigé] FFF

Soit f un endomorphisme non nul d’un K-espace vectoriel E de dimension 3 tel que f2 = 0.

1. Comparer Ker f et Im f .

2. En déduire le rang de f et la dimension de son noyau.

3. En déduire qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est0 0 1
0 0 0
0 0 0

 .

On construira la base B en commençant par considérer un vecteur c ∈ E \Ker f .
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Exercice 9. Oraux 2010 [Corrigé] FFF

Dans le R-espace vectoriel E = F(R,R) des fonctions réelles à valeurs réelles, on considère
le sous-espace vectoriel F engendré par les fonctions f1, f2 et f3 où :

f1 : x 7→ e−x, f2 : x 7→ (x− 1)e−x, f3 : x 7→ (x2 + 1)e−x.

1. Montrer que la famille B = (f1, f2, f3) est une base de F .

2. À toute fonction f de F , on associe la fonction Φ(f) définie par Φ(f) = f ′.
Montrer que Φ est un endomorphisme de F , puis écrire la matrice A de Φ dans B.

3. Calculer An pour tout n ∈ N (on pourra écrire A = −I3 + J).

Exercice 10. [Corrigé] FFF

Soit n ∈ N∗. Soit A = (ai,j)16i6n
16j6n

la matrice deMn(R) définie par :

ai,j =

{
(−1)i−1

(
j−1
i−1
)

si 1 6 i 6 j 6 n

0 sinon

1. Montrer que l’application f : P (X) 7→ P (1−X) est un endomorphisme de Rn−1[X].
Attention, le polynôme f(P ) n’est pas le résultat d’un produit mais d’une composition.

2. Calculer A2 puis A−1.

Exercice 11. Oraux 2007 [Corrigé] FFF

Soit f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est :

A =

2 1 1
1 2 1
0 0 3

 .

1. Déterminer la dimension des espaces Ker(f − Id), Ker(f − 3 Id) et Ker(f − 3 Id)2.

2. Montrer que, pour tout vecteur x ∈ R3, il existe un unique couple de vecteurs
(y, z) ∈ Ker(f − Id)×Ker(f − 3 Id)2 tel que x = y + z.

Exercice 12. Oraux 2011 [Corrigé] FFF

Soit u un endomorphisme non nul de R3 tel que u3 = −u.

1. Montrer que Im(u2 + Id) ⊂ Keru.

2. En déduire que, pour tout x ∈ R3, il existe un unique couple (y, z) ∈ Keru×Ker(u2 + Id)
tel que x = y + z.

3. Montrer que Ker(u2 + Id) 6= {0}.

Exercice 13. [Corrigé] FFF

Soit E un K-espace vectoriel et soit f un endomorphisme de E tel que f3 = 0.
Montrer que f + IdE et f − IdE sont des automorphismes de E et exprimer leurs réciproques
respectives à l’aide de puissances de f .

Exercice 14. [Corrigé] FFF

Soit f l’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B est :

A =

 2 10 7
1 4 3
−2 −8 −6


1. a. La matrice A est-elle inversible ?

b. Calculer A2 et A3 et déterminer le rang de ces deux matrices.

2. a. Montrer que Ker f ⊂ Ker f2.

b. Déterminer Ker f et en donner une base ainsi que sa dimension.

c. A-t-on Ker f = Ker f2 ?

3. On note u = (−2,−1, 2).

a. Montrer qu’il existe v ∈ R3 tel que f(v) = u et dont la deuxième coordonnée est 1.

b. Montrer qu’il existe w ∈ R3 tel que f(w) = v et dont la deuxième coordonnée est 1.

c. Montrer que B′ = (u, v, w) est une base de R3, puis écrire la matrice P de passage de
B dans B′, i.e. P = MatB (B′) = MatB′,B(Id).

d. Justifier que P est inversible et calculer P−1.

e. Déterminer la matrice N de f dans B′. Quelle relation lie A et N ?

4. Pour tout B ∈M3(R), on note :

CB = {M ∈M3(R) | BM = MB}.

a. Montrer que, pour tout B ∈M3(R), CB est un sous-espace vectoriel deM3(R).

b. Montrer que CN = Vect(I3, N,N2).

c. Montrer que, pour tout M ∈M3(R), on a

M ∈ CA ⇔ P−1MP ∈ CN .

d. En déduire que CA = Vect(I3, A,A
2). Quelle est la dimension de CA ?
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Exercice 15. [Corrigé] FFF

On note E = C∞(R,R) et D l’application qui, à toute fonction f de E associe f ′. On
considère les trois fonctions de E suivantes :

f1 : t 7→ et, f2 : t 7→ e−
t
2 sin

(√
3

2
t

)
, f3 : t 7→ e−

t
2 cos

(√
3

2
t

)

On note B = (f1, f2, f3) et G = Vect(B).

1. a. Montrer que B est libre. Que peut-on en déduire ?

b. Montrer que pour tout f ∈ G, D(f) ∈ G.
On dit que G est stable par D et on note d l’endomorphisme induit par D sur G, i.e. :

d : G → G
f 7→ D(f) = f ′.

c. Préciser la matrice M de d dans la base B de G.

d. Calculer M3. En déduire que M est inversible et préciser son inverse.

e. L’application d est-elle un automorphisme ? Si oui, expliciter d−1.

2. On cherche à résoudre l’équation différentielle y(3) = y (∗).

a. Montrer que si f est une fonction solution de (∗), alors f est dérivable trois fois et donc
de classe C∞.

b. Soit T = D3 − IdE . Montrer que T est un endomorphisme de E.

c. Montrer que l’ensemble des solutions de (∗) est KerT .

d. Montrer, sans calcul, que G ⊂ KerT .

e. On veut désormais montrer l’inclusion réciproque, i.e. KerT ⊂ G.

(i) Soit f une solution de (∗). On note g = f + f ′ + f ′′. Montrer que g′ = g.
(ii) En déduire g puis f .

f. Conclure.
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