Mathématiques

Applications linéaires

BCPST 2 J-B. Say

Exercice 1. ©

[Corrigé] v
Calculer le rang des matrices ci-dessous. Dans le cas ou elles sont inversibles, déterminer

leur inverse.

2 73 0111
A=13 9 4 B =
1 5 3 -1 1 1 2
1 3 4 2
2 1 -2 1 1 -1 1 1
-1 3 -1 1 -1 0 1 -1
C= 3 -1 1 3 D= 0o -1 2 0
1 2 =30 2 -1 0 2
Exercice 2. Q [Corrigé]| v vr
On considére les applications suivantes :
f: R = R3 g: R3 — R?
(z,y) = (@—yz,z+y) (x,y,2) = (z+y+220-y+3z)

1. a. Montrer que f est une application linéaire.
b. Déterminer son noyau, son image et son rang.
c. L’application f est-elle injective ? surjective 7 bijective ?

2. Méme question pour I'application g.

Exercice 3. Q

[Corrigé| kv
Montrer & l’aide d’une application linéaire bien choisie que I’ensemble E défini ci-dessous est
un R-espace vectoriel.

o {feCO([O,l],R) | /Olf(:c)da::()}

Exercice 4. Q [Corrigé| ¥
2 =2
On considére la matrice A= | 2 -3
-1 2

1

2

0

1. Calculer le rang de la matrice A. Que peut-on en déduire 7

2. Calculer (A — I3)(A + 3I3). En déduire que A~1.

3. Montrer que, pour tout n € N, il existe (un,v,) € R? tel que A" = u, A + v, 1I5.

4. Exprimer u,, et v, puis A" en fonction de n € N.

[Corrigé] ¥

Exercice 5. ©
Soit E un K-espace vectoriel et soit f € L(E). Montrer que :

(i) Ker f =Ker f2 & Im fNKer f = {0g}.
(i) Imf=Imf?eVze E,Iz,y) eKer f xImf, z=x+y.

[Corrige| ¥
Soient a un réel et n un entier naturel. On considére la fonction f définie sur R, [X] par :

Exercice 6.

VP € R,[X], f(P)= (X —a)(P'+ P'(a)) — 2(P — P(a)).
1. Vérifier que f est un endomorphisme de R, [X].

2. Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de R, [X].

3. Montrer que la famille B = (1, (X — a),..., (X —a)™) est une base de R,,[X].

Déterminer la matrice D de f dans cette base.
4. Quelle relation existe-t-il entre A et D 7 On pourra remarquer que f = Idg,, (x] o foldg,, [x]-

[Corrigé| Jed ¢

Exercice 7.
Soit E un K-espace vectoriel et soit f € L(E) tel que f2 —5f 4+ 6Idg = 0.

1. Calculer (f —2Idg) o (f —31dg) et (f —3Idg) o (f —21dg).
2. En déduire que :

Vze E, Wx,y) € Ker(f — 2Idg) x Ker(f — 3Idg), z=x +y.

[Corrigé] Yk %k

Soit f un endomorphisme non nul d’un K-espace vectoriel E de dimension 3 tel que f2 = 0.

Exercice 8.

1. Comparer Ker f et Im f.
2. En déduire le rang de f et la dimension de son noyau.

3. En déduire qu’il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est
0 0 1
0 00
0 00

On construira la base B en commengant par considérer un vecteur ¢ € E \ Ker f.
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Exercice 9. Oraux 2010 [Corrigé| Y%k

Dans le R-espace vectoriel E = F(R,R) des fonctions réelles a valeurs réelles, on considére
le sous-espace vectoriel F' engendré par les fonctions f1, fa et f3 ou :

firze™, forxe (x—1)e ™, fyraxe— (22 +1)e "
1. Montrer que la famille B = (f1, fo, f3) est une base de F.

2. A toute fonction f de F, on associe la fonction ®(f) définie par ®(f) = f’.

Montrer que ® est un endomorphisme de F', puis écrire la matrice A de ® dans B.
3. Calculer A™ pour tout n € N (on pourra écrire A = —I5 + J).

Exercice 10.

[Corrigé| Yk %k

Soit n € N*. Soit A = (a;,5)1<i<n la matrice de M,,(R) définie par :
1<j<n
(-5 sil<i<j<n
P
I 0 sinon

1. Montrer que l'application f : P(X) — P(1 — X) est un endomorphisme de R,,_;[X].

Attention, le polynome f(P) n’est pas le résultat d’un produit mais d’une composition.

2. Calculer A? puis A~ 1.

Exercice 11. Oraux 2007
Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

[Corrigé| J ¥ %

2 11
A=11 2 1
0 0 3

1. Déterminer la dimension des espaces Ker(f —Id), Ker(f — 31d) et Ker(f — 31d)?.

2. Montrer que, pour tout vecteur x € R3, il existe un unique couple de vecteurs
(y,2) € Ker(f —1d) x Ker(f — 31d)? tel que x =y + 2.

Exercice 12. Oraux 2011
Soit v un endomorphisme non nul de R? tel que u

[Corrigé| Yk %k

3= —u.

1. Montrer que Im(u? + 1d) C Ker u.

2. En déduire que, pour tout # € R?, il existe un unique couple (y, z) € Keru x Ker(u? +1d)
tel que x =y + z.

3. Montrer que Ker(u? + 1d) # {0}.

Exercice 13. [Corrigé] Y%k
Soit £ un K-espace vectoriel et soit f un endomorphisme de E tel que f3 = 0.
Montrer que f+1Idg et f —Idg sont des automorphismes de F et exprimer leurs réciproques

respectives a ’aide de puissances de f.

Exercice 14.

[Corrigé| d ¥ %

Soit f ’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique B est :

2 10 7
A=11 4 3
-2 -8 —6

. La matrice A est-elle inversible ?

b. Calculer A2 et A3 et déterminer le rang de ces deux matrices.

. Montrer que Ker f C Ker f2.
b. Déterminer Ker f et en donner une base ainsi que sa dimension.
c. A-t-on Ker f = Ker f2 ?
3. On note u = (—2,—1,2).
a. Montrer qu’il existe v € R? tel que f(v) = u et dont la deuxiéme coordonnée est 1.

b. Montrer qu'il existe w € R3 tel que f(w) = v et dont la deuxiéme coordonnée est 1.

c. Montrer que B’ = (u,v,w) est une base de R3, puis écrire la matrice P de passage de
B dans B, i.e. P =Matg (B') = Matp 5(1d).

d. Justifier que P est inversible et calculer P71,

e. Déterminer la matrice N de f dans B’. Quelle relation lie A et N 7

4. Pour tout B € M3(R), on note :
Cp = {M S Mg(R) ‘ BM = MB}

a. Montrer que, pour tout B € M3(R), Cp est un sous-espace vectoriel de M3(R).
b. Montrer que Cy = Vect(I3, N, N?).
c. Montrer que, pour tout M € M3(R), on a

MeCy< P 'MPeCy.

d. En déduire que Cy4 = Vect(I3, A, A?). Quelle est la dimension de C4 ?
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Exercice 15. [Corrigé| Y%k

On note £ = C*®(R,R) et D l'application qui, a toute fonction f de F associe f’. On
consideére les trois fonctions de E suivantes :

fi it e, f2:tr—>efé sin (égt), fgiti—>€7%COS (?t)

On note B = (f1, f2, f3) et G = Vect(B).

1. a. Montrer que B est libre. Que peut-on en déduire ?

b. Montrer que pour tout f € G, D(f) € G.
On dit que G est stable par D et on note d l’endomorphisme induit par D sur G, i.e. :

d: G —- G
fo—= D(f)=f"
c. Préciser la matrice M de d dans la base B de G.
d. Calculer M3. En déduire que M est inversible et préciser son inverse.
e. L’application d est-elle un automorphisme ? Si oui, expliciter d~*.
2. On cherche & résoudre 'équation différentielle y®) =y ().
a. Montrer que si f est une fonction solution de (x), alors f est dérivable trois fois et donc
de classe C*°.
b. Soit T'= D3 — Idg. Montrer que T est un endomorphisme de E.
c. Montrer que I’ensemble des solutions de (x) est Ker T
d. Montrer, sans calcul, que G C KerT.
e. On veut désormais montrer 'inclusion réciproque, i.e. KerT C G.
(i) Soit f une solution de (x). On note g = f + f' + . Montrer que ¢’ = g.
(ii) En déduire g puis f.
(iii) Conclure.



Mathématiques

Applications linéaires

BCPST 2 J-B. Say

Corrigé de I’exercice 1. [Enoncé]

1. Aprés calculs, on trouve que rg(4) = 3. La matrice A € M3(R) est donc inversible.
Soient (a,b,c,z,y,2) € RS. Aprés calculs, on trouve que :

T a 20 +Ty+3z=a
Aly|=|b| e 32+9y+42=0
z ¢ T+by+3z=c
7 1
r=—-a+2b— -c
53 1 3
= y=§a—b—§c
r=-2a+b+c
7 1
xr —= 2 —= a
(2 1 ) (o
slyl=1|3 !
z -2 1 1 c
_% 2) _%
On en déduit que A~ = | 2 -1 —3
-2 1 1

2. Apreés calculs, on trouve que rg(B) = 3.

Puisque B € M4(R), la matrice B n’est pas inversible.

3. Apres calculs, on trouve que rg(C) = 3.
Puisque C € My4(R), la matrice C' n’est pas inversible.

4. Apres calculs, on trouve que rg(D) = 2.

Puisque D € M4(R), la matrice D n’est pas inversible.
Corrigé de I’exercice 2. [Enoncé]

1. a. Solent u = (z,y), v= (2/,y') et A € R.

fOu+v)=Qr+2 = dy—y e +2 de+2 + Ay +y)
:)\(:cfy,x,ery)Jr(x/fy’,x/,x'er/)
= Af(u) + f(v).

L’application f est donc bien linéaire : f € £(R? R3).

b. Soit (z,y) € R?.

z—y=20
(r,y) eKerf <z =0 < (z,y) = (0,0).
z+y=0

On en déduit que Ker f = {(0,0)}.
Puisque I'image d’un application linéaire est engendrée par l'image d’une base de
Pespace de départ (si celui-ci est de dimension finie), on a :

Im f = Vect (f((1,0)), £((0, 1))) = Vect ((1, 1,1), (1,0, 1)).

Les vecteurs (1,1,1) et (—1,0,1) n’étant pas colinéaires, ils forment une base de Im f
(qui est donc de dimension 2). On propose ci-dessous trois méthodes pour déterminer
le rang de l'application f :
e Par définition, rg f = dimIm f = 2.
e Lerang de f est donné par le rang de sa matrice relativement aux bases canoniques
(par exemple) de R? et R3 :

1 -1
rgf=rg|1l 0 |=2
1 1

e Puisque R? (espace de départ) est de dimension finie, on peut appliquer le théoréme
du rang a l'application linéaire f :

rg f = dimR? — dim Ker f = 2.

. L’application f est injective car Ker f = {(0,0)}.

L’application f n’est pas surjective car Im f # R? (les deux espaces n’ont pas la méme
dimension).

L’application f n’est donc pas un isomorphisme de R? dans R3 (ce qu’on savait déja
puisque les deux espaces n’ont pas la méme dimension.

. La démonstration de la linéarité de g ne pose aucun probléme.

. On trouve apres calculs que Ker g = Vect((—4,1, 3)}.

Puisque l'image d’un application linéaire est engendrée par l'image d’une base de
Pespace de départ (si celui-ci est de dimension finie), on a :

Im g = Vect (g((1,0,0)), 9((0,1,0)), 9((0,0, 1)) ) = Veet ((1,2), (1,-1), (1,3)).

Les vecteurs (1,2) et (1,—1) n’étant pas colinéaires, ils engendrent un espace de di-
mension 2, donc R2. On en déduit que Im g = R2.

e Par définition, rgg = dimIm g = 2.
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e Le rang de g est donné par le rang de sa matrice relativement aux bases canoniques Soit n € N. Supposons qu'il existe (u,,v,) € R? tel que A" = u, A + v, I3.

(par exemple) de R? et R3 :
A" =, A2 v, A

rgg =rg (; jl é) =2 = (—2up +v5)A + 3unl3
= Up1 A + V113,

e Puisque R? (espace de départ) est de dimension finie, on peut appliquer le théoréme .
du rang & Iapplication linéaire g : Ol Un+1 = —2Un + Vp €6 Vpt1 = 3tn.

La propriété étant initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N.

rg g = dimR?® — dim Ker g = 2.
4. La suite (u,)nen est récurrente linéaire d’ordre 2 :

c. L’application g est n’est pas injective car Ker g # {(0,0,0)}.
L’application g est pas surjective car Im f = R2. Vn €N, Upyo = —2Upi1 + Vpg1 = —2Upp1 + 3Up.
L’application g n’est donc pas un isomorphisme de R? dans R? (ce qu’on savait déja

. R . . Aprés calculs, on trouv :
puisque les deux espaces n’ont pas la méme dimension. prés calculs, on trouve que

- 1 n
Corrigé de ’exercice 3. [Enoncé vneN, u, = 1 (1-(-3)").

Remarquons que C°([0,1],R) est un R-espace vectoriel (sous-espace vectoriel de F (R, R)).

On considére I'application Puisque pour tout n € N*, v, = 3u,_1,0n a:

1
"2 CO([Oal]aR) — Rl V’I’LGN*, Un21(3+(—3)n)
— .
! /0 f Attention : cette formule est encore vraie pour n = 0 puisque vy = 1.
L’application ¢ est bien une application linéaire (entre deux R-espaces vectoriels) par linéar- On trouve alors que :
ité de lintégrale. L’ensemble E peut étre alors vu comme le noyau de ¢ ; c’est donc un 1 1
sous-espace vectoriel de C°([0,1],R), et donc un R-espace vectoriel. VneN, A" = 1 (1—-(=3)")A+ 1 34+ (=3)") Is.
Corrigé de ’exercice 4. [Enoncé] Corrigé de 'exercice 5. [Enonce|
1. On trouve que rg(A) = 3. Puisque A € M3(R), la matrice A est inversible. (i) e Supposons que Ker f = Ker f2. On sait déja que {0p} C Im f N Ker /.
2. On trouve que (A — I3)(A+ 3I3) = 03. En développant le membre de gauche, on trouve Soit z € Im f NKer f. 1l existe alors y € E tel que z = f(y) et f(z) = 0g. 1
que A% +2A — 315 = 03, ou encore : vient alors que f(f(y)) = Og, i.e. y € Ker f2. Par hypothése, y € Ker f. On a
. alors = f(y) = 03. On en déduit alors que Im f NKer f = {0g}.
3 (A+2I3) x A=1Is. e Supposons que Im f N Ker f = {0g}. On sait déja que Ker f C Ker f2.
1 Soit # € Ker f2. Montrons que x € Ker f, i.e. f(x) = 0g. Posons y = f(x). On
On en déduit que A~! = = (4 + 213). aalorsy € Im f et f(y) =0g, i.e. y € Ker f. Puisque y € Im f NKer f, y = 0p
3 par hypothése, i.e. x € Ker f. On en déduit que Ker f2 C Ker f, et ainsi que
3. Montrons le résultat par récurrence sur n € N. Ker f = Ker f2.
A% = 0A + 113, donc up = 0 et v = 1. On a donc démontré I'équivalence Ker f = Ker f2 < Im f N Ker f = {0g}.



Mathématiques Applications linéaires BCPST 2 J-B. Say

(ii) e Supposons que Im f = Im f2. Montrons le résultat par analyse-synthése. 2. On trouve que f(1) = f(X) = f (XQ) =0, et pour tout k € [3,n] :
Analyse.

K\ _ o 1.k k-lp.yv _ k—1 _ k
Soit z € E. Supposons qu'il existe (x,y) € Ker f x Im f tel que z = 2+ y. f (X ) =2—ka® +a" kX —ak X" + (k- 2)X".

On a alors f(2) = f(z) + f(y) = f(y). Puisque Im f = Tm f?, il existe 2’ € E tel La matrice A de f dans la base canonique de R, [X] est donc :
que f(y) = f%(2'). On en déduit que f(z) = f2(2).

Synthése. 0 0 0 —a® —2a¢* ... (2—n)a"
Soit z € E. Puisque f(z) € Im f = Im f2, il existe 2’ € E tel que f(2) = f2(2). ©ot 5 3a® 4d® ... nat
Le vecteur f(z') est donc un bon candidat pour y. Posons alors y = f(2') et
r=z—y.Onaz=x+y,yclmfet: —3a 0 0
9 ) A= 1 —4a
fx)=f(2) = fy) = f(2) = [7(¢') = 0p, ie. x € Kerf. ,
0 2 - 0
La propriété est donc démontrée. oo : na
e Supposons que pour tout z € E, il existe (z,y) e Ker f xIm f, z =z +y. 000 O e 0 n—2

On sait déja que Im f2 C Im f. Soit u € Im f. Il existe z € E tel que u = f(2).

Par hypotheése, il existe (z,y) € Ker f x Im f, z = x + y. Ainsi : 3. Les polynoémes de la famille B sont de degrés étagés, ils forment donc une famille libre.

Puisque la famille B est formée de n+ 1 polynomes de R,,[X], qui est de dimension n + 1,
u= f(z)+ fly) = f(y). B est une base de R, [X].

Pui €Tm f f(y) € Im f2 On trouve que f(1) = f(X —a) =0 et :
uisque y € Im f, u = f(y) € Im f2.

On en déduit que Im f C Im f? et ainsi Im f = Im f2. Vk € [2,n], f((X —a)") = (k—2)(X —a)".
On a donc prouvé que : Im f =Im f> & Vz € E,3(z,y) € Ker f xIm f, 2 =z +y. La matrice D de f dans cette base est donc :
Corrigé de I’exercice 6. [Enoncé| 0000 0 .. 0
1. Soit (P,Q) € R,,[X]? et X € R. 0 _
oo 0 o (0)
ol +@ p=|: i g
= (X —a)(AP+ Q)"+ (AP +Q)'(a)) — 2((A\P + Q) — (AP + Q)(a))
= A(X = )(P' + P'(@)) = 2(P = P(a))] + (X = a)(@ + Q'(a) — 2(Q - Q(a)) vz
= M(P)+ f(Q). e 0
00 00 ... 0 n-2

Pour tout P € R,[X], on a
4. On note C la base canonique de R, [X]. Puisque f = Idg, xjof o Idg,[x], on a :

(X —a)(P' + P'(a)) € R,[X] et 2(P — P(a)) € R,[X],

A = Mate(f)
donc f(P) R, [X] = Matc g (IdR” [X]) Matg(f) Matg. ¢ (Ian [X])
On en déduit que f est un endomorphisme de R, [X]. = PDP~' ot P = Matc. p(Idg, [x]) = Matc(B).
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Corrigé de ’exercice 7.

1.

[Enoncé|

Par distributivité de la composition sur 'addition, on trouve que (f —2Idg)o(f—31dg) =
0 et (f - 3IdE) ] (f - 2IdE) =0.

2. Montrons le résultat par analyse-synthése.

Corrigé de ’exercice 8.

1.

Analyse. Soit z € F.
Supposons qu’il existe (z,y) € Ker(f —21dg) x Ker(f — 31dg) tel que z = 2+ y.
Puisque z € Ker(f — 21dg), f(z) = 2z. Par un argument analogue, on a f(y) = 3y.

Ainsi :

(f —21dg)(z) = (f —21dE)(y) = f(y) -2y =y
(f =3ldp)(2) = (f = 3ldg)(2) = f(z) = 3z = —x,

ce qui assure 'unicité des vecteurs x et y.
Synthése. Soit z € E. Posons z = —(f —3Idg)(z) et y = (f — 21dg)(z).

D’aprés la question précédente, on a :
Im(f —3Idg) C Ker(f —2Idg) et Im(f —21dg) C Ker(f — 31dg).

Puisque z € Im(f — 31dg) et y € Im(f — 21dg), on en déduit que = € Ker(f — 21dg) et
y € Ker(f —3Idg). De plus :

vy =—(f—31dp)(2) + (f - 21dg)(2) = —f(2) + 32+ f(2) — 22 = 2.

Pour tout z € E, il existe donc un unique couple (z,y) € Ker(f —21dg) x Ker(f —31dg)
tel que z =z + y.

[Enoncé|

Soit y € Im f. Il existe x € E tel que f(z) = y. Ainsi f(y) = f2(z) = 0g, i.e. y € Ker f.
On en déduit que Im f C Ker f.
Puisque F est de dimension finie, on peut appliquer le théoréme du rang :

rg f +dimKer f = dim E = 3.

D’apreés la question précédente, rg f < dim Ker f donc 2rg f <rg f 4+ dimKer f = 3. On
en déduit que rg f =0 ou rg f = 1. Puisque f # 0, rg f = 1 et ainsi dim Ker f = 2.

Raisonnons par analyse-synthése.

Corrigé de ’exercice 9.

e Analyse. Supposons qu’il existe une base (a,b,c) de E dans laquelle la matrice de

0 0 1
fest {0 0 0]. On en déduit alors que f(a) = f(b) = 0g et f(c) = a puis que
0 0 0

b appartient au noyau de f, et a appartient & la fois au noyau et & I'image de f.
Puisque (a,b,c) est une base de E, (a,b) est une famille libre de Ker f. Puisque
dim Ker f = 2, (a,b) forme une base de Ker f. On en déduit que ¢ ¢ Ker f.

e Synthése. Soit ¢ € E'\ Ker f. On pose a = f(c¢). Puisque a € Im f, a € Ker f.

Par hypothése a # 0, donc (a) forme une famille libre, qu’on compléte en une base
(a,b) de Ker f (qui est de dimension 2).

Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que Aja + Aab+ Azc = 0p. On a alors :

Arf(a) + A2 f(b) + A3 f(c) = O,
i.e. A\3a = 0. Puisque a # 0g, A3 = 0 et ainsi A\ja + A\y3b = 0. Puisque (a,b) est
libre, Ay = Ay = 0. On en déduit que la famille B = (a,b,¢) est libre ; elle forme

donc une base de E.
Puisque f(a) = f(b) = 0 et f(c) = a, la matrice de f dans la base B est :

0 01
0 00
0 0 O

[Enoncé|

1. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A1 f1 + Aofo+ A3f3 =0, ie.

Vo € R, ()\1 + )\2(1’ — 1) + )\3(332 —+ 1))(2_3C = 0.

On en déduit que :
Vo € R, Ay + da(x — 1) + Az(2? +1) = 0.

On pourrait montrer que Ay = Ay = A3 = 0 par évaluation en trois réels mais on peut
invoquer ici la liberté de la famille polynomiale (1, X —1, (X?+1)) (polynémes non nuls de
degrés deux-a-deux distincts) pour obtenir le méme résultat. On en déduit que la famille
B = (f1, fa, f3) est libre ; c’est donc une base de F' = Vect(f1, f2, f3)-

. L’application @ est linéaire par linéarité de la dérivation.

Aprés calculs, on trouve que : ®(f1) = —f1 € F, ®(f2) = fr — fo € F et O(f3) =

2f1+2f2—f3€F.

Ainsi Im & = Vect(®(f1), ®(f2), (f3)) C F, montrant ainsi que ® est un endomorphisme
de F.
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D’aprés les calculs, La matrice de ¢ dans la base B est donc la matrice triangulaire :

3. Soit n € N. Remarquons qu’on peut écrire A = —I3+ J, ou :

0 2
J=10 2
0 0

o O =

Puisque les matrices I3 et J commutent, on peut appliquer la formule du binéme de

Newton :

A" = (] —I3)" Zn: <)J’“

=0

Puisque :

J? =

o O O
o O O
O O N

on trouve que J2 = 03 (et ainsi J*¥ = 03 pour tout k& > 3). On en déduit que :

VneN, A" = (=1)"I;+ (—1)""'nJ + (_1)”—2wjz
1 —n n®—=3n
=(=D*fo 1 —2n
0 0 1

Corrigé de I’exercice 10. [Enoncé|

1. Remarquons que, pour tout P € R,,_1[X], f(P) € R,,_1[X].
Soit (P, Q) € R,,_1[X]? et soit A € R.

FOP+Q)=(AP+Q)(1-X)=AP(1-X)+Q(1-X)=A(P)+ f(Q)

L’application f est donc un endomorphisme de R,,_1[X].

2. L’idée était ici de remarquer que la matrice A est celle qui représente ’endomorphisme f

dans la base canonique de R,,_1[X] (qu’on notera B,) :

1 — X)7=! d’aprés la formule du binome de Newton

(—1)F (j ; 1)Xk
R

i—1
a; ; X'

—~

Vje[Ln], f(X'7!) =
1

<.
|

M“ N\

1

-
Il

|
M“

Q
Il
_

Puisque A = Matg,(f), A> = Matg, (f2) Or f? = Idg,_,[x] puisque, pour tout
PR, 1[X], f2(P) = f(P)(1- X) = P(1- (1 - X)) = P(X).
On en déduit que A2 = I,,, et ainsi que A est inversible, d’inverse la matrice A elle-méme.

Corrigé de I’exercice 11. [Enoncé]

1. La matrice de f dans la base canonique de R3 est :

ATy =

O = =

1 1
1 1
0 2

D’aprés le théoréme du rang, on a (puisque R? est de dimension finie) :
dim Ker(f —Id) = 3 —rg(f — Id).

Or rg(A — I3) =2, donc dimKer(f —Id) =1
En appliquant le méme raisonnement, on trouve que dim(f — 31Id) = 1.

Enfin, toujours par le méme raisonnement, on trouve que la matrice de (f — 31d)? rela-
tivement & la base canonique de R? est :

2 -2 0
(A-3L)*=|-2 2 0
0 0 0

On a immeédiatement rg(A — 313)? = 1 donc dim Ker(f — 31d)? = 2 par le théoréme du
rang.
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2. Montrons le résultat par analyse-synthése.

Analyse. Soit # € R3. Supposons qu’il existe un unique couple (y, z) € Ker(f — Id) x
Ker(f —31d)? tel que z =y + 2.

Puisque (f —31d)> = f?—6f+91d et f(y) =y, (f —31d)*(z) = f*(y) -
La derniére égalité assure 'unicité de y (et donc celle de z puisque z = z — y).
Synthése. Soit 2 € R?. Posons :

y= %(f—SId)Q(;U) et z=1x—y.

6f(y)+9y = 4y.

3. Puisque 'endomorphisme u est non nul, dim Ker v < 3. On en déduit que rg(u? +1d) < 3
et, par le théoréme du rang, dim Ker(u? + Id) > 0, i.e. Ker(u? + Id) # {0}.

Corrigé de I’exercice 13. |[Enoncé]
Puisque f et Idg commutent, on a :

(f =Tdg)o (f*+ f+1dg) = f> —1dp = —1dg .

On en déduit que f — Idg est un automorphisme de E, et de réciproque —f2 — f — Idg.
De maniére analogue, on a :

Vérifions que y € Ker(f —1d) et z € Ker(f — 31d)2.

Un calcul montre que (A — I3) x (A — 3I3)? = 03. Ainsi Im(f — 31d)? C Ker(f —Id), ce

qui implique que y € Ker(f — Id).

Remarquons que :

(f ~ 310)%(=) = (7 — 310)°() —

z € Ker(f — 31d)?, ce qui conclut le raisonnement.

Corrigé de I’exercice 12. [Enoncé]

1. Soit y € Im(u? +1d). Il existe x € R? tel que y = (u? + 1d)(z) = u?(x) + x.

Ainsi u(y) = v3(z) + u(z) = 0, ce qui signifie que y € Ker u.
On en déduit que Im(u? + Id) C Ker u.

2. Raisonnons par analyse-synthése.

Analyse. Soit x € R3.

Supposons qu’il existe un unique couple (y, z) € Keru x Ker(u? + Id) tel que z = y + 2.

On a alors (u? 4+ Id)(z) = (u? 4+ 1d)(y) = y, ce qui assure l'unicité de y (et donc celle de

z puisque z = x — y.
Synthése. Soit 2 € R3.

Posons y = (u? + Id)(z) et 2 = 2 — y. Montrons que y € Keru et z € Ker(u? + Id).
Puisque y € Im(u? +1d), y € Keru d’aprés la premiére question. De plus :

(u? +1d)(2) = u2(2) + 2 = w2 (&) — u2(y) + 7 — y = (u? + 1d)(2) —y = 0.
On en déduit que z € Ker(u? + Id), ce qui conclut I'analyse-synthése :

Vo € R?, 3l(y,2) € Keru x Ker(u? +1d), z =y + 2.

(f = 31d)*(x).

Or un second calcul montre que (A — 3I3)* = 4(A — 313)2. On en déduit donc que

(f+1dg)o (f* = f+1dg) = f2 +1dg = 1dg .

On en déduit que f + Idg est un automorphisme de F, et de réciproque f2 — f + Idg.

Corrigé de I’exercice 14. |Enoncé]

1. a. Aprés calculs, on trouve que la matrice A € M3(R) est de rang 2, elle n’est donc pas

inversible.
0 4 2
. Aprés calculs, on trouve que : A2 = [0 2 1 et A> = 03. On en déduit que
0 —4 -2

rg (AQ) =1letrg (A3) =0.

. Soit z € Ker f. Alors f(z) = Op et ainsi f2(z) = f(0g) = Og. On en déduit que

2 € Ker f2 et ainsi que Ker f C Ker f2.

. On trouve apreés calculs que Ker f = Vect(u) ot v = (=2, —1,2). Puisque u # 0, (u)

forme une base de Ker f, qui est donc de dimension 1.

. D’aprés le théoréme du rang (applicable puisque R® est de dimension finie),

dimKer f2 =3 —rg f2 =3 —rg A2 = 2 # dim Ker f.
On en déduit donc que Ker f # Ker f2.

. Soit v = (x,1,2) € R3. Aprés calculs, on trouve que :

T -2 =1
foy=uesAll] =1]-1 @{
2 2:72

Le vecteur v = (1,1, —2) vérifie donc bien f(v) = u.

. Par le méme raisonnement, on trouve w = (6,1, —3).
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c. Aprés calculs, on trouve que :

-2
-1
2

1
1
—2

6
1
-3

rg(u,v,w) =rg =3

On en déduit que B’ = (u,v,w) est une famille libre de trois vecteurs de R?, donc une
base de R3.

La matrice P de passage de B dans B’ est donc :
—2

-1
2

1
1
-2

6
1
-3

P = Matp (B’) = Matggg(Id) =

. Puisque Id est un isomorphisme de R3, la matrice P = Matp 5(Id) est inversible.

On trouve aprés calculs :

-1 -9 -5
Pl=[-1 -6 -4 (: MatB,B/ (Id)) .
0o -2 -1

. Puisque u engendre Ker f, f(u) = 0. Par définition, f(v) = u et f(w) = v. La matrice
N de f dans B’ est donc la matrice

010
N=1[0 0 1
0 00
Puisque f =Idofold, on a :

Matp (f) = Matp,p (Id) Matg(f) Matp 5(1d),
ie. N=P 'AP.

. Soit B € M3(R)

Remarquons que Cp est un sous-ensemble de M3(R) et que 03 € Cp puisque
03B = 03 = BO03.

Pour tout A € R et tout (M, M’) € Cp, on a :

(AM + M")B = A\MB + M'B = \BM + BM' = B(AM + M),

ie. A\M + M’ € Cp. On en déduit que Cp est un sous-espace vectoriel de M3(R).

10

0 0 1
b. On commence par calculer N2: N2=10 0 0
0 0 0
a b ¢
Soit M =|d e f].Onaalors:
g h 1
=g=h=0
MeCy&s NM=MN&La=e=1
b=t
On en déduit que :
a b c
Cn=<{0 a b], (a,bc)€R>} = Vect(l3, N, N?).
0 0 a
c. Soit M € M;3(R).
MeCys AM =MA
& PNP'M = MPNP™!
& N(P'MP)= (P 'MP)N
& P'MP e Cy.
d. Soit M € M3(R). D’aprés les questions précédentes,

M € Cy < P 'MP € Vect(I3, N, N?)
< 3(a,b,c) € R3, P7'MP = al3 +bN + cN?

& Ia,b,c) €eR®, M =als +bPNP~! 4 cPN?P~!

& M € Vect(I3, A, A?).

On en déduit donc que Cy = Vect (I3, A, A?
L’¢tude de la liberté de la famille (I3, A, A2
de Cy4, qui est donc de dimension 3.

).
)

Corrigé de l’exercice 15. [Enoncé]

1. a. Soit (a,b,c) € R3 tel que af; +bfs +cfs =0, ie. :

t 3 ¢ 3
Vt € R, ae’ + be™ 2 sin <\2[t> + ce 2 cos ({t) ]

BCPST 2 J-B. Say

montre que cette famille forme une base
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En multipliant par e™¢, on trouve : c¢. Une fonction y de E est solution de (x) si, et seulement si, y® —y =0, ie. si, et
seulement si, D? — Idg(y) = 0, ce qui revient & T'(y) = 0.
VteER. a+ be~ % sin <\/§t> + ce~ % cos <\/§t> . On en déduit que ’ensemble des solutions de (x) est Ker T
2 2 d. On a démontré a la question 1.d que M3 = I3, i.e pour tout f € G, f®) = f.
En passant a la limite lorsque ¢ tend vers +oo, on trouve ¢ = 0. En évaluant en ¢t = 0, On obtient donc bien que G C Ker T
on obtient ¢ = 0. Il vient immédiatement que b = 0. e. (i) Soit f une solution de (x). La fonction g est bien dérivable puisque f est C*° et :

On en déduit que B est libre et donc une base de G. , , ” ®) , "
b. Aprés calculs, on trouve que D(f;) = f1 € G et : G=r+H T =rr =g
V3 V3 ) (ii) La résolution de I’équation différentielle ¢’ = g montre qu’il existe K € R tel que,
fz €@, e D(f3) = _7f2 - §f3 cq. pour tout x € R, g(x) :.Ke“?. . . .

Soit K € R. La résolution de ’équation différentielle f”/ + f' 4+ f = Ke® nous
donne une expression de f :

o D(f2)=—5fat

Pour tout f € G, il existe (a, b,c) € R? tel que f = afi+bfs+cfs, et ainsi par linéarité

de ’application D, on a :
K o 3 o 3
I\, p) €R? Vo € R, f(z) = —e” 4+ Xe™ 2 cos £a: + pe” 2 sin ia: .
D(f) = aD(f1) +bD(f2) + c¢D(f3) € G. 3 2 2
On a donc bien montré que pour tout f € G, D(f) € G. ) K ) ) )
On en déduit que f = §f1 + Afa 4+ pfs € G. On a donc bien prouvé l'inclusion
1 01 ?/5 réciproque Ker T C G.
c. On trouve immédiatement que M = Matg(d) = [0 —5 == ) ) .
0 8 _1 f. Puisque KerT = G, l'ensemble des solutions de (*) est le sous-espace vectoriel
2 2 GZVeCt(fl,fg,fg) de E.

d. On obtient M3 = I3, ce qui signifie que M est inversible, d’inverse :

0

Mt =M?=

B[

=
ol ©

o O =

v ‘

e. La matrice de I'’endomorphisme d étant inversible, d est un automorphisme de G et
d~! = d?. On en déduit que d—! est I'opérateur de dérivation seconde :

at: G - G
f — f//'

2. a. Si f est une solution de (*) alors f est nécessairement trois fois dérivable pour vérifier
f®) = f. Un raisonnement par récurrence (& faire !) montrerait que f est C>" pour
tout n € N, donc C*.

b. Puisque la dérivée de toute fonction C*° est une fonction C*°, I'opérateur D est un
endomorphisme de F (la linéarité est déja connue).

Par opérations sur les endomorphismes, T'= D? — Idg est un endomorphisme de E.
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