BCPST 2 Jean-Baptiste Say

Mathématiques - Corrigé du DS 2

Exercice 1

1. On trouve que d(4) = [1,2,4] et d(18) = [1,2,5,10]. La fonction d renvoie la liste des
diviseurs de ’entier passé en argument.

def somme(n):
diviseurs = d(n)
s =0

for div in diviseurs[l:—1]: # on oublie les diviseurs triviaux

s += div**2

return s
3.
L =11
N=1000

for n in range(1,N+1):
if somme(n)==n:
L.append(n)

On peut aussi écrire (pour les esthétes !) :

L = [n for n in range(l1,N+1) if somme(n)==n]

On considére le polynéme P = X3 — X + 1.

Exercice 2

1. La fonction P est dérivable sur R (car polynomiale) et :

Vr € R, P’(x)=3a:2—1=3<:c—

Puisque lim P(x)= lim x
Tr—r—00 T——00

3=+4ooet lim P(x)

T—+00

le tableau de variations de la fonction P :
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Remarquons que :

1 1 1 1 2
Pl-——|>P|—=]|]==——F%=—-——F+1=1-—F%x=>0.
( V3 ) (\/3 ) 3v3 V3 3V3
L’é¢tude des variations garantit alors que la fonction P est strictement positive (donc ne

1
s’annule pas) sur l'intervalle ]—,—l—oo [ Puisque la fonction P est continue stricte-

V3

ment croissante sur | — oo, ——3[, elle réalise une bijection de I =] — oo, —

()]

Puisque 0 € J, le polynéme P admet une unique racine réelle.

] vers

S
V3

. Remarquons que P(—1) = 1 > 0 = P(«). Puisque la fonction P est strictement croissante

sur l'intervalle I et puisque (—1,a) € I?,

. Puisque le polynéme P est unitaire (son coefficient dominant est égal a 1) et puisqu’on

connait toutes ses racines, on peut le factoriser :
P=(X-a)(X - B)(X —7) =X~ (a+B+7)X? + (af +ay+ )X — afby.

Par identification des coefficients (des monomes de degré 0 et 2), on trouve que a+5+y =0
et —afy=1,1ie. :

1
5+’y:—aet67:—a.

. Puisque le polynéme P est a coefficients réels, § est aussi racine de P. Puisque o est

I'unique racine réelle de P, 3 n’est pas un réel et ainsi B non plus. On en déduit donc que
v = 3, i.e. B et «y sont complexes conjugués.

On en déduit que :
— 1
B =BF=By=—-—<1

1
De la méme maniére, on trouve que |y|> = —— et ainsi que | |3| = |y| < 1.
a

. Remarquons que :

2
0=(a+B+7)°=a+5+9"+2a(B+7) +28y=0+ 5" +79° -2 - =

On en déduit que :
a®+1

02 4 B2 447 =2
Puisque « est racine de P, a® —a 4+ 1 = 0 et ainsi o® + 1 = a. On trouve alors bien que
02+ B2 447 =2.
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Exercice 3

. Soit N €€ N*. En reconnaissant une somme télescopique, on obtient :
N

N 1 1 1
n=) — - =1- — 1.
;x Zjl nY (n+1)7 (N +1)Y No+oo

n=

“+00
On en déduit que la série Y x, converge et : E T, = 1.
neN* n=1

. Remarquons que

1 v
<1+) L
VneN, @, =~/

(n+1)7
Or : )
I14+u)? =1 ~ qyuet lim —=0,
u—0 n—4oco N
1 Y
donc <1+> -1 ~ let:
n n—+oco N
Y

Ln

~ .
n—+oo nYT1L

. Soit @ > 1. En posant v = a— 1, on a v > 0. On applique alors le résultat de la question

précédente :
1 Ty

n« o n’Y+1 n——+oo Y ’

. L. - In .
Puisque la série > x, converge, la série > — converge aussi.
neN* neNt Y

1
Puisque, pour tout n € N*, — > 0, on peut appliquer le critére d’équivalence des séries
n

a termes positifs : pour tout a > 1, la série — converge.
neNx T

Exercice 4

. Remarquons que As = P; N Fy. Par indépendance des lancers, on trouve que :

P(A2) = P(P1) P(Fy) = %

2. a. Montrons 'égalité d’événements Az = (P N Px N F3) U (Fy NPy N Fs) :

e Sil’événement Az est réalisé, on obtient nécessairement pile au second lancer et face
au troisieme. Puisqu’on peut obtenir pile ou face au premier lancer, I’événement
ci-dessous est réalisé :

(PLUFR)NP,NF3=(PLNPyNF3) U (F1 N PN E3)

e Réciproquement, supposons que 'événement (P N Py N F3) U (F1 N Py N F3) est
réalisé. On en déduit qu’on obtient pile au second lancer et face au troisiéme.
Puisque c’est la premiére fois qu’on obtient une telle séquence, I’événement Az est
réalisé.

On en déduit donc I’égalité attendue :

|43 = (PN PN F3) U(F NP N Fy) |

En remarquant que cette réunion est disjointe puis que les lancers sont indépendants,
on trouve que :

P(As) = P(P) P(Py) P(F3) + P(Fy) P(Py) P(F3) = i

. Pour tout k& un entier naturel supérieur ou égal a 3, Ay est ’événement ci-dessous :

(Pl . qulek) @] (F1P2 . qulek) @] (F1F2P3 e Pklek) @] (F1 . ..kagpklek)

Sl fallait justifier, on écrirait :
e soil on n’obtient jamais face avant le (k—1)-éme lancer, et dans ce cas l'événement
Py ... Py_1Fy est réalisé ;
e so0it on obtient (au moins) un face avant le (k — 1)-éme lancer et dans ce cas tous
les lancers qui le précede sont encore des faces (sinon on obtiendrait PF avant les

lancers k — 1 et k ; un tel événement est de la forme Fy ... F;Piy1... Py_1Fy, ot
i€l k-2].

. L’égalité d’événements de la question précédente n’a été prouvée que pour k > 3. On

ne peut donc pas lutiliser pour k = 2.

Soit k£ un entier naturel supérieur ou égal & 3. En remarquant que la réunion obtenue
a la question précédente est disjointe, on trouve, aprés calculs et par indépendance des
lancers, que :

k—1
Vk >3, P(Ax) = ok

En remarquant que ’égalité est encore vraie pour k = 2, on en déduit que :
k—1
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d. On cherche a calculer la probabilité de ’événement :
—+oo —+oo
B= ﬂ A = U Ap.
k=2 k=2
Puisque les événements (Ay)x>2 sont deux-a-deux disjoints, on a :

+oo
P(B)=1-P <U Ak)
k=2

“+oo
=1- Z]P’(Ak) (la série converge par o-additivité)
k=2

Soit n > 2.

;[—1+(1_11)2]—[—3+115}:1.

Ne jamais obtenir consécutivement pile puis face est presque-siirement impossible.

. Montrons le résultat par double inclusion.
Supposons que ’événement P; N A est réalisé. Si on obtenait un face avant le k-éme
lancer, on obtiendrait la séquence PF' pour la premiére fois avant les lancers k — 1 et
k (puisque le premier lancer fournit pile), ce qui est impossible. On en déduit que le
premier face est obtenu au k-éme lancer et ainsi que I'événement PyN Py N. .. Py_1NFy
est réalisé.
Supposons que I'événement Py N P, N ... Pr_1 N F} est réalisé. L’événement P; est
évidemment réalisé et on obtient pour la premiére fois pile puis face aux (k — 1)-éme
et k-éme lancer. L’événement Aj est ainsi réalisé donc P, N Ay aussi.
On a ainsi montré 1’égalité d’événements :

PNA, =P NPN...P._1NF;.

b. Soit £ > 3. Si on obtient face au premier lancer, réaliser I’événement Aj revient a
“réinitialiser” I’expérience aprés le premier lancer et & obtenir la séquence PF pour la

premiére fois aprés k — 1 lancers. Ainsi :

’W@ 2 3, Pry (Ar) = P(Ak—1). ‘

c. Soit k > 3. Puisque (P1, Fy) forme un systéme complet d’événements, la formule des
probabilités totales et la question précédente assurent que :

P(Ar) = P(PL N Az) + P(FL N Ag)

=P(PiNPN...P.1NFy) +P(F1) PR, (Ax)

1
=P(P)P(P)...P(Py—1)P(Fx) + 3 P(Ak_1) par indépendance des lancers.

Ainsi :

1
VEk >3, P(Ax) = §P(Ak—1)

1
+

2k

VEk > 2, upyr = 2" P(X =

kE+1)

1 1
k+1
=2"" (P(X=k)+2k+1)

2

=2"pP(X =k)+1

=ui + 1.

On en déduit que la suite (ux)i>2 est arithmétique (de raison 1).

Ainsi, pour tout k > 2, up =us + (k —2) = k — 1, c’est-a-dire :

Yk > 2, P(Ag) =

k-1

9k

4. [5/2] Rappelons que X (2) = N\ {1}.

Etudions la convergence absolue de la série Z EP(X = k), ce qui revient a étudier la

kEX(Q)

convergence simple de la série Z EP(X = k) puisque X est a valeurs positives.

k>2

Soit n > 2. On reconnait ci-dessous une somme partielle de série géométrique dérivée

1
seconde de raison B €] — 1, 1] (donc convergente) :
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On en déduit que la variable aléatoire X admet une espérance, égale a : Ainsi :
g0)=1K+1=1K=0<g=/.
+oo
E(X)=0P(X =0) + Z EP(X =k) =4. La fonction f est bien 'unique solution de (E) vérifiant f(0) = 1.
k=2 b. La fonction f est dérivable sur I (car solution d’une équation différentielle sur I) et

(d’apres (F)):

Exercice 5

Ve el, f/(z) = f(x) +1e = — lx .
1. a. Notons I =] — oo, 1[. L’équation différentielle homogéne associée a (E) est : -7 —z  e*(l-a)
1 La fonction f est donc (trivialement) décroissante sur R_ et croissante sur [0, 1.
(H):Vzel, yz)+(x—1)y'(z) =0 Vz e l, y(z)+ ——y(z) =0. 1
r—1 Remarquons que f(z) ~ ———. Par croissances comparées, on en déduit que :
rz——oco xet
La fonction a : x — est continue sur I ; la fonction A : z +— Injz —1| = In(1 —x)
Lo r—1 R . , . lim f(z) = +oo.
est une primitive de a sur ce méme intervalle. L’ensemble des solutions de (H) est z——00
donc :
I - R Par opérations sur les limites, on obtient immédiatement que | lim f(z) = +oc.
Sy = K | KeRy. o1
T
1-2z 1
K(x) 3. Pour z au voisinage de 0, f(z) =e % x ﬁ
b. Cherchons une solution particuliére a (E) de la forme y : © . ou K est une ) .
fonction dérivable sur I. Or:e*=14+u+ Ll + 04 u?) et =1—-u+u?+o, u?). Puisque lim —z = 0,
, K'(x)  K(z) . 2 o () 1+u -0 (u?) aue 5o
Pour tout z € I, y/(z) = + 5. Ainsi : 22 1 )
l—z (1-2) e_f”zl—x—f—?—kozﬁo(ﬁ)etlizl—i—:v—&—x?—i—oiﬁo(ﬁ).Onendédultque:
-z
y est solution de (E) & Vz eI, y(z)+ (z — 1)y =e* )
K K’ K _ —(1— T 2 ( 2 2 )
eveer K@ (K@, K@ Y 1) = (104 5 boan ()] (14040 + 000 ()
1- -2z (1-2) )
sVrel, K'(z)=—e " :1—1—%—1—0‘%%0 (3’52)

La fonction (z +— e~*) étant une primitive de la fonction (z+— —e™%), la fonction

—
(:C — 16 ) est une solution particuliére de (F). L’ensemble des solutions de (F) Le développement limité de f a l'ordre 2 en 0 est donc : | f(z) = 1+ % +o (IQ) .
-

est donc :

I o R
Sp = Kite?® , KeRY.
r = —

1—x

1 1
Remarquons que an = en ™%, Or :

2. a. Soit g une solution de (E). Il existe alors K € R tel que :
e® =14z~ 0p0(2)

_z 1
:KL lim —Ina =0,

— 1 .
Vo €] — o0, 1], g(x) T2 e
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Par composition de limites, on en déduit que :

11 vient alors que (les roles de a et b sont symétriques) :

1 1\ " n
(an +bn> _ <1+ In(@) + ) (1))
2 2n n

U

n

In (\/ ab) 1
=exp |nln|[14+ ——+ 05+ ()
n n

Puisque
In(1+2) =2+ 0y—0(x)
In (\/ ab) 1
lim o, () o,
n—-+oo n n

il vient que :

(W)n —exp |n ln(;/a»b) + Onstoo (i) = exp [ln (\/ﬁ) + On—s400(1)

Puisque lim 05, 400(1) =0, on trouve bien que :
n—-+oo

n——+oo 2

aw + bw "
- () _Va




