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Exercice 1

n
Pour une séquence seq de longueur n, on parcourt les LgJ premiers éléments (p éléments si
n .
n=2poun=2p+1) quon compare aux L§J derniers : seq[0] avec seq[n—1], seq[1] avec

n
seq[n—2], et plus généralement seq[k] avec seq[n—1—k] pour tout entier k entre 0 et ‘ 3 ‘

def palindrome(seq):
n = len(seq)
for k in range(n//2):
if seq[k] != seq[n—1-k]:
return False
return True

Exercice 2

1. L’équation caractéristique associée a (H) est 4r? + 4r +1 = 0 qui admet une solution

double : r = —5 L’ensemble des solutions de (H) est donc :
R — R 9
F_{ t = (M4 p)e 2 ’()\’#)ER}'

2. Posons f; : t — te™% et foit— e~2. On trouve que :

F= {Afl +,U“f27 (>‘7:u) S RQ} :VeCt(fhfg).

Puisque les fonctions f; et fo appartiennent au R-espace vectoriel E des fonctions dériv-
ables (continues ou C* convenait aussi) sur R, F est un sous-espace vectoriel de E donc
un R-espace vectoriel.

Remarquons que la famille (fi, fo) est génératrice de F. FEtudions sa liberté. Soit
(A, ) € R? tel que AMfy + pfe = 0. Ainsi : V& € R, (At + ,u)e’% = 0. En partic-
ulier, en évaluant en t = 0 et £ = 1, on trouve que 4t =0 et A+ p =0 donc que A = 4 = 0.
La famille (f1, f2) est donc une base de F' qui est donc de dimension 2.

3. Cherchons une solution particuliére de 1’équation différentielle :
(E):Vt € R, 4y"(t) + 4y (t) + y(t) = e 2.
sous la forme g : t — (at? + bt + ¢)e™ 2 ou (a,b,c) € R3. Or :

Vt € R, g(t) = at?e™ 7 + (bt + c)e” 2.

2.

Puisque toutes les fonctions de la forme ¢ — (bt + c)e 2z sont solutions de I'équation
homogéne associée, cela revient & chercher une solution de la forme h : t — ate” 3.

La fonction h est deux fois dérivable et :

1 :
VtER, W(t)=a (2t2 + Qt) e 2

1 t t t
B'(t) =a [<4t2 - t) e+ (—t+2)e 2| = % (> —8t+8)e 2.
La fonction h est solution de (E) si, et seulement :
Vt € R, AR"(t) 4+ 4h'(t) + h(t) = e~ %
S VteR, a (t2 — 8t + 8) e % 4a (—2t2 + 8t) "% fatle ? =e 2
< VteR, 8a=1.

2
On trouve ainsi que la fonction ¢ — “—e~2 est une solution particuliere de (F), ce qui

permet de déterminer ’ensemble des solutions de (E) :

R — R
t2 , 2
t - <8+/\t+u)e—é » (A p) ER

Exercice 3

. On a immeédiatement :

1 1 -1 1 1 -1
rgu=rg(d)=1g|-3 -3 3 |=rg|(0 0 0| =1
-2 -2 2 00 0
L’endomorphisme u est donc de rang 1, il n’est donc pas injectif.
Puisque rg(u) # dim R3, u n’est pas surjectif.
e Soit X = (zy 2)T € M31(R)3.
r+y—=z =0

(r,y,2) eKerues X eKerAe AX =051 -3x—-3y+32z =0 Sz=z+y.
—2z—-2y+2z =0

Ainsi :

Keru= {(2,y,2) €R® | z =2+ 9y} = {(z,y,x +y) € R?, (x,y) € R*} = Vect(a,b),

ouna=(1,0,1)=e; +eset b=(0,1,1) = ex + e3.
Les vecteurs a et b n’étant pas colinéaires, (a,b) est donc une base de Ker u.
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1. Puisque les variables aléatoires X7, ...

e Puisque u(es) = u(er) et u(es) = —u(ey), on a :
Imwu = Vect(u(ey), u(es), u(es)) = Vect(u(er), u(er), —uler)) = Vect(u(e)).

Puisque u(e;) = (1, —3, —2) est un vecteur non nul, u(e;) forme une base de Im w.

e Premiére méthode :
u(e;) =e; —3ea —2e3 = (e1 +e3) — 3(ea + e3) = a — 3b.
Ainsi u(ey) € Vect(a,b), i.e. u(er) € Ker u.
On en déduit donc que Vect(u(e1)) C Keru, i.e. Imu C Keru.

e Seconde méthode :
Aprés calculs, on trouve que A% = 03, i.e. uou est 'endomorphisme nul (de R3).
On en déduit alors que Imu C Ker u.

. a. Supposons qu'une telle base existe. Alors u(e}) = 0e} + Oe), + 0ef, = 0. De méme,
u(ey) = 0. Ainsi (¢}, e}) € (Keru)®.
On lit de plus que u(e}) = €} et on en déduit que u o u(ey) = 0.

b. On remarque que €] = u(ey). Ainsi ] € Imu. Puisque Imu C Keru, e} € Keru.
c. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que e} + Aaeh + Azel = 0.
En utilisant les coordonnées des vecteurs (e}, €5, e5) dans la base B, on résout le systéme

suivant :

AM+A+A3 =0
—3\1 + A3 =0
—2XM +2X3 =0.
Ce systéme admet une unique solution donnée par \; = As = A3 = 0.

La famille de vecteurs (e}, €5, e5) est donc libre. Puisqu’il s’agit d’une famille libre de
trois vecteurs de R3, (€], e, e;) est une base de R3.

d. Puisque u(e}) = 0, u(eh) = €} et u(ef) = 0, on en déduit la matrice A’ de u dans la
base B’ = (€}, e}, ¢%) :

Al =

o O O
OO =
o O O

Exercice 4

variable aléatoire X; + --- + X,, admet une variance donc X,, aussi et :

1 1 & 1 &
V(Xn) = EV(X1+"'+X71) = EZV(XIJ = EZpk(l—pk)-
k=1 k=1

, X, admettent une variance (elles sont finies), la 3.

2. Soient € > 0 et n € N*. Remarquons que la variable aléatoire X, admet une espérance

par linéarité et :

. X 4+t X, 1 <& 1 <
E(Xn):]E<1+n+)ZHZ]E(Xk):ank:mm
k=1 k=1

D’aprés I'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev, on a :

P mal >9) =K ~E®)| >0 < Lo = Ly p0-p)
k=1

1
L’étude de la fonction  — x(1 — ) montre qu’elle est majorée par 7 50 [0,1]. Ainsi :

_ 1 1 1
]P(’Xn—mm‘ 25) < nQEQZi = 4ne2’

Par passage au complémentaire, on trouve que :

1
dne?’

1>P(|Yn—m7n|<€):1_P(|Yn_mm|>5) 21

Par passage a la limite et théoréme d’encadrement de limites, on trouve que :

Ve >0, lim P (|Yn — M| < 5) =1.
n—-+oo

Notons p la valeur de la suite constante (p,)nen+. Puisque nX, = X; + - + X,, est
la somme de n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de méme paramétre p,
la variable aléatoire n.X,, suit la loi binomiale de paramétres n et p.
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Exercice 5

1. a. (i) Pour tous n € N* et t € [0, ],

thl Ztk 771 car t # 1.

p=1

(ii) Pour tout p € N*, la fonction (¢ — tP~') est continue sur [0,z]. Par intégration
sur [0, z] et linéarité de l'intégrale, on trouve

[T o4t T T
Vn € N*, E / tP—ldtz/ —/ dtz—ln(l—x)—/ dt,

c’est-a-dire :

Vn € N*, Z* —In(1—z) - /1 - dt.
) 1-

t" tn
(iii) Soit n € N*. Pour tout t € [0,2z], 0 <1 —2 <1 —¢ donc 0 < I tgl . Par
- -z
croissance de l'intégrale, on trouve que :
T R A 1
0< dt < dt = .
/0 1—t /0 1—=z (n+1)(1-2x)
P
(iv) Par passage a la limite du résultat de la question 1.a.(ii), Y, — converge et :
pEN* p
too 5
r In(1l —z)
p=1

b. En appliquant la formule du triangle de Pascal, on trouve (en reconnaissant une somme
télescopique) que, pour tout g = m :

()= () ()= (1) - ()= ()

c. (i) On commence par écrire une fonction simulant la loi géométrique de paramétre
x ; on peut alors sommer les simulations des variables (Xj)1<r<n-

import random as rd

def geometrique(x):
rang = 0
while rd.random() > x:
rang += 1
return rang

def simule_S(n,x):
somme = 0
for k in range(n):
somme += geometrique (x)
return somme

Puisque X (2) = N* pour tout k € [1,n], alors ‘ Sn(Q) = [n, +oof. ‘

Par indépendance des variables (Xj)1<kgn+1 les variables S,, = X1 +---+ X, et
X 41 sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions.

Puisque ([S, = j]) i>n forme un systéme complet d’événements, on peut appliquer
la formule des probabilités totales pour tout entier naturel &k > n + 1 :

HD(Sn-‘rl =k)

= Z P([Sn =j] N [Sn+1 = k]) (la série converge par o-additivité)
= Zp([sn =J]1N[Sn + Xnt1 = k])

= S P([Sh = 41N Xnir = k= 4]

= ZP(S,L = j)P(X,11 = k — j) par indépendance de S,, et X, 11

:ZP(Sn :j)]P)(XnJrl :k_j) car Vj > k, [Xn+1 :k_j] =0

— | 3 B(Sh = ) B(Xui1 = i = )
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(iii) e Initialisation. Pour n =1, on a :

D’apreés la question précédente, on a :

Vk>n+1, P(Sp1 =k) = ZIP’ P(Xn41 =k —j)

k—1 j 1
_ ntl 1— k—n—1 -
2" (1 — ) ; <n 3 1)
n—i—l k (n41)
( zj%:l (n/l)

k—1
= ( )x"“(l —z)P= (D (@apres 1.b).
n

La propriété est initialisée et héréditaire. Ainsi

Vk = n, P(S, = k) = (k B 1>x"(1 —z)F

n—1

(iv) Puisque S, (Q) = [n, +oo[

- ép(sn) — io (:: Dxm ),

On en déduit que :

n—1
k=n

* = k—1 k—n 1
Va €]0,1, Vn e N*, > (1—a)m=—.

. Pour tout k € N*, ¢* >0 et —Inp > 0 (car p €]0,1[) donc ug > 0. La suite (ug)ren-

est donc bien a valeurs positives.
k

. D’aprés la question 1.a.(iv), la série > v converge et :

keN*

—+oo
Z% —In(l—¢q) =—1Inp.
k=1

On en déduit que la série Y wuy converge et : Z up = 1.
kEN*

. Soit N € N*. En reconnaissant une somme partielle de série géométrique de raison g,

convergente car |g| < 1, on trouve :

N X N— 4 4
EP(X = k) = — k —
;| P( ) lnpl;q z_: N%Jroo (1-¢q)lnp plnp
Puisque la série > kP(X = k) converge absolument, X admet une espérance et :
keN~
E(X) = —2

plnp’

. Soit N € N*. En reconnaissant une somme partielle de série géométrique dérivée de

raison ¢, convergente car |q| < 1, on trouve :

N X N . .
k? = k¢t — — -
;;| P np g Z ; NS 1—g)?lp  pPlup
Puisque la série > k*P(X = k) converge absolument, X2 admet une espérance

keN*
d’aprés le théoréme du transfert et :
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La formule de Konig-Hyugens assure que X admet une variance, égale & :

V(X) =E (X?) - E(X)?
—q ¢

p?Inp - (p lnp)2

—q(q+1Inp)
(plnp)?

3. a. On obtient immédiatement que :

+o0
= [JI0,k] =N
k=1

Puisque ([X = k]), oy~ forme un systéme complet d’événements, on trouve, en vertu
de la formule des probabilités totales (la série ci-dessous converge par o-additivité) :

e d’aprés la question 1.a.(iv) et puisque ¢* € [0, 1]
np

(- +q)
Inp

In(1+ q)
Inp

b. Soit (n,k) € N* x N*. Sin >k, (¥) = (571) = 0 ; 'égalité est alors triviale.

n—1
Sinon, sin < k, on a :

9 k! (k—1)! (n21)

E o knl(k—n)  nn—D(E-1)—(n—1))! n

On a donc bien :

coe B GID
V(n,k) € N* x N*, 22 = Sl

Puisque ([X = k]), oy~ forme un systéme complet d’événements, on trouve, en vertu
de la formule des probabilités totales (la série ci-dessous converge par o-additivité) :

Yn € N*, Z]P =k)Px=i(Y =n)
pr =k)Px=k)(Y =n) (car Vk <n, Px—y(Y =n) =0)

= _q k—1 n_k—n
> L (B
= nlnp n—1

P 0" xS (k=1 apan

“nlnp n-1)1

k=n

_ p"q” X k- k—n
n—1

n n 1
- _Slgpm d’apres la question 1.c.(iv)
T
n(l+q)"Inp

* *



