Mathématiques

Eléments propres d’un endomorphisme

BCPST 2 J-B. Say

1 Eléments propres d’un endomorphisme

Exercice 1. ©

[Corrigé| vy
Soit £ = RN I’espace vectoriel des suites réelles.
A toute suite u € E, on associe la suite v = f(u) définie par :

Vn €N, v, = upy1.

Déterminer les valeurs propres ainsi que les sous-espaces propres associés de ’endomorphisme
f ainsi défini :
f: E —
u = f(u).

Exercice 2. Exercice théorique ¢

[Corrigé| v

Soit w un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

1. Montrer que si A € Sp(u), alors A? € Sp (u?).

Généraliser le résultat.

2. Soit p € N*. Montrer que si 0 € Sp (u?), alors 0 € Sp(u).

1
3. Montrer que si a est un automorphisme de E, Sp (a™') = {)\ eK|Xe Sp(a)}.

4. Soient a un automorphisme de F et v =aouoa™".

Comparer les spectres et les espaces propres de u et v.

Exercice 3. Q

[Corrigé| Y%k
A tout polynome P € R[X], on associe le polynéme @Q = f(P) défini par :

Q=(X-1)(X—2)P —2XP.
1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

2. Montrer que si P est un vecteur propre de f, alors deg(P) = 2.

Indication : on pourra considérer le mondme de plus haut degré de P.

3. Déterminer les valeurs propres et espaces propres associés de f.

On pourra développer le polynéome (X +2)(X + 3)(X +4).

2 Eléments propres d’une matrice

Exercice 4. ©

[Corrigé] v

Montrer que la matrice A = <2 1

0 2) € M, (C) n’est pas diagonalisable.

Exercice 5. © [Corrigé] *vcvr
Pour chacune des matrices suivantes, déterminer leurs éléments propres (valeurs propres et
bases des espaces propres) et vérifier si elles sont diagonalisables dans M,,(R) ou M,,(C).

Pour chaque matrice diagonalisable A, on déterminera une relation de similitude A = PDP~!
oul D est une matrice diagonale et P une matrice inversible.
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Exercice 6. Etude de suites mutuellement récurrentes

[Corrigé]| ¥y
) . . 7T 2

1. Déterminer les éléments propres de A = | 4 01)

2. En déduire une expression de A™ en fonction de n € N.

3. Soient (un)nen et (Un)nen les suites définies par ug = vg =1 et :

Un+1 = —4uy, + v,

a. Pour tout n € N, on pose X,, = <Z”>.
n
Exprimer pour tout n € N, X, ;7 en fonction de X,,.
b. En déduire, pour tout n € N, un expression de X,, en fonction de A et Xj.
¢. En déduire une expression de u,, et v, en fonction de n € N.
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Exercice 7. Suite récurrente linéaire d’ordre 3 O

On consideére la suite (u,,)nen définie par ug =0, ug =1, ug =2 et :

Exercice 8. Réduction d’une matrice 4 paramétre

1.

2.

Vn € N, Up+3 = 6’U,n+2 — 11un+1 + 6’Um

0o 1 0
. Déterminer les valeurs propresde A= [0 0 1
6 —11 6

Déterminer une matrice inversible P telle que P~'AP soit diagonale.
En déduire A™ pour tout n € N.

Un

. Pour tout n € N, on note X,, = | up41

Un+2
a. Déterminer, pour tout n € N, une relation liant X,,41 et X,.
b. Exprimer, pour tout n € N, X, en fonction de Xj.

c. En déduire une expression de u,, en fonction de n € N.

1
1 a) ou a est un nombre complexe fixé.

Déterminer les éléments propres de A = (a

Calculer, pour tout n € N, A™.

3 Problémes

Exercice 9. Q

Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 3 et E = R,,[X].

Pour tout P € E, on pose :

AN B

f(P)=(X?+1)P" -2XP
Montrer que f est un endomorphisme de E et écrire sa matrice dans la base canonique.
En déduire ’ensemble des valeurs propres de f.
Mountrer que Ker(f) est contenu dans R3[X] et en déterminer une base.
Déterminer Ker(f + 21dg). On pourra montrer que Ker(f +21dg) C Ro[X].

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

[Corrigé| Yk

[Corrigé]| Yk *k

[Corrigé] %% ¢ Exercice 10. Systéme différentiel O [Corrigé] ¥

On cherche les couples (z,y) de fonctions définies et dérivables sur R vérifiant le systéme

différentiel :
' =x—3y
(5) ., _
y =2x — 4y

Pour un tel couple de fonctions, on introduit la fonction X définie sur R par :
X: R — R2
w(t))
t
<y(t)

1. Montrer qu'’il existe une matrice A € M3(R) telle que :
(z,y) est solution de (S) & Vit € R, X'(t) = AX(t).

2. Montrer que A est diagonalisable et 1’écrire sous la forme PDP~! ot D est une matrice
diagonale.

3. En posant Y = P~' X, montrer que :

X' =AX &Y' =DY.

4. En déduire ’ensemble des solutions du systéme différentiel.
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