Mathématiques Fiche méthode - Variables aléatoires a densité BCPST 2 J-B. Say

1 DMontrer qu’une variable aléatoire est a densité

Pour montrer qu’une variable aléatoire Y est & densité (et déterminer sa loi), on suit les étapes ci-dessous.

(i) On commence par déterminer son univers-image Y ().

(ii) On détermine sa fonction de répartition Fy (attention : son expression sur R est souvent par morceaux).
Lorsque la variable aléatoire Y est de la forme Y = ¢(X), ou X est une variable aléatoire a densité, on cherche
souvent a exprimer la fonction de répartition de Y a l'aide de celle de X et des variations de la fonction .

(iii) On vérifie la régularité de Fy, c’est-a-dire que :

e [y est bien de classe C! sur R sauf éventuellement en un nombre fini de points a expliciter ;

e Fy est bien continue sur R (il suffit de le vérifier par calcul de limites sur les points ot on ne sait pas si Fy
est C1) ;

e on détermine enfin une densité de Y en dérivant Fy la ou elle est dérivable (on peut choisir arbitrairement
la valeur de cette densité sur les autres points, en nombre fini).

Exercice 1. Montrons que la variable aléatoire Y = X? est a densité lorsque X — E(1).
Puisque X (2) = R4, on en déduit que Y (Q2) = R...
Pour tout y < 0, P(Y <y) =0. Soit y € Ry.

P(Y <y) = P(X2 <y) = P(~\5 < X < V) = P(X < v/j) — P(X < —5) = Fx(v/i) — Fx(~).

Or P(X < —\/y)=0car X >0et P(X <,/y) =Fx(y/y) =1—e VY.
Ainsi la fonction de répartition de Y est la fonction :

l—e V¥ siy>0
o y— ¢ S%y
0 siy <O0.

Cette fonction est bien de classe C! sur | — oo, 0[ et ]0, +-o0[ par opérations sur les fonctions C!.

Puisque Fy(0) =0, lim Fy =0 et lim+ 1—e V¥ =0, ie. 1i1£1 Fy =0, Fy est continue en 0 et donc sur R.
0- y—0 0

On en déduit donc que Y est & densité, et une densité est donnée par la fonction :

1
—e V¥ siy>0
frige Q20 oY
0 siy <O0.
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2 Existence et calcul de I’espérance d’une variable aléatoire a densité

(i) Pour montrer qu’une variable aléatoire X de densité f admet une espérance on prouve la convergence I'intégrale

400
/ |tf(t)| dt sans chercher & calculer sa valeur.
—00

Cette étape est inutile si X me prend que des valeurs positives. Dans le cas contraire, on étudiera la convergence

0 400
des inte’gmles/ [tf(t)|dt et/ [tf(t)]dt.
—00 0 +00

(ii) Pour calculer ’espérance d’une variable aléatoire X de densité f, on calcule la valeur de U'intégrale / tf(t)de
—00
dont la convergence absolue vient d’étre prouvée.

Une intégration par parties est souvent particuliérement adaptée lorsque la recherche directe de primitive échoue.

Exercice 2. Montrons que la variable X de densité f définie ci-dessous admet une espérance et E(X) = —2.
—te! it <0
fit— T
0 sttt >0

+o0
Puisque f = 0 sur R* , 'intégrale / [tf(t)| dt converge et vaut 0.
0

0 0
Montrons la convergence de 'intégrale / [tf(t)|dt = / t%e! dt. La fonction (t — —t) est de classe C! sur ] —oo0, 0].
oo

— —00
En posant u = —t, on a du = — dt. Sous réserve de convergence, on a par changement de variable :

0 0 0 +00
/ [tf(t)|dt = / t2eldt = —/ (—u)?e " du = / w?e "du = E(Y?), onY — £(1).
o 0

—o0 u=—t 400

0 +o0
Puisqu’on sait que Y admet une variance, l'intégrale / |tf(t)|dt converge donc / |tf(t)|dt aussi.
o0 o0

On en déduit que la variable aléatoire X admet une espérance. De plus, en reprenant les calculs précédents, on a :

E(X):/O tf(t)dt:—/o t2etdt = —E(Y?).

—00 —00

On conclut par la formule de Konig-Huygens (puisque Y admet une variance) : E(X) = -V (Y) — E(Y)? = —2.

3 Existence et calcul de la variance d’une variable aléatoire a densité

(i) Pour montrer qu'une variable aléatoire X de densité f admet une variance, il suffit de montrer qu’elle admet
un moment d’ordre 2, i.e. X2 admet une espérance (I’existence d’un moment d’ordre 2 suffit a prouver I'existence
d’un moment d’ordre 1).

(ii) On calcule ensuite I'espérance de X puis 'espérance de X2 via le théoréme du transfert.

Ce dernier calcul s’effectue généralement via une intégration par parties, permettant de réutiliser les outils et
résultats du calcul de I'espérance de X.

(iii) On applique enfin le théoréme de Konig-Huygens pour obtenir la valeur de la variance de X.

4
45
La variable X est a valeurs dans le segment [0, 1], donc Y aussi. On en déduit que Y admet espérance et variance.
1 1 1
Appliquons la formule de Kénig-Huygens pour calculer E(Y) : E(Y) = E(X?) = V(X) + E(X)? = 2 + 1=3
En appliquant le théoréme du transfert a Y2 = X4 (X admet un moment d’ordre 4 car X*(Q) = [0, 1]), on obtient :

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire de loi U([0,1]). Montrons que Y = X? admet une variance et V(X)

E(Y?) = B(X?Y) = /Olt‘* dt = é

On conclut par la formule de Kénig-Huygens (puisque Y admet une variance) : V(Y) = E(Y2)—E(Y)? = TS
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4 Déterminer la loi du maximum de variables aléatoires indépendantes

Pour déterminer la loi du maximum U = max(Xy,...,X,,) de n variables aléatoires indépendantes X,..., X,
on suit les étapes ci-dessous.

(i) On commence par déterminer 'univers-image de U.

(ii) On détermine la fonction de répartition de la variable U a 'aide de celles de X,..., X, :

VeeR, PU<Lz)=P(X;<z,...,X, <z)=P(X1 <2x)...P(X,, < x).

Pour déterminer la loi du minimum V = min(Xy,...,X,,) de n variables aléatoires indépendantes a densité
X1,...,Xn, on insérera une étape intermédiaire : le calcul, pour tout x € R, de P(V > x). En effet :

Vz € R, P(V>a:):P(X1>x,...,Xn>:c):P(X1>1:)...P(Xn>:c):(I—P(Xlga:))...(lfP(Xngx))

Exercice 4. Déterminons la loi de U = max(X,Y) et V=min(X,Y) oa X etY sont indépendantes, de loi E(1).
[ ] U(Q) - R+.
Pour tout u € R*,

(

P(U <u)=0.
PU <

Pour tout v € R,

La fonction de répartition de U est donc la fonction :

I o 0 siu<O0
SUu
v (l—e*“)2 siu > 0.

Cette fonction est trivialement C! sur | — 0o, 0[ et |0, +oc[. Etudions sa continuité en 0 :

lim (1—e ™) =0= Fy(0).

u—07F

On en déduit que Fy; est continue en 0, donc sur R. La variable aléatoire U est donc bien & densité, de densité
donnée par :
siu<0

0
fu:u— _
2¢e7"(1—e™) siu>=0.

[ ] V(Q) - R+.
Pour tout v € R*, P(V <v) =0.
Pour tout v €e Ry, P(V >v)=P(X >v,Y >v) = P(X >v)P(Y > v) par indépendance de X et Y. Ainsi :

Vo € Ry, P(V >v) =e 2.
La fonction de répartition de V est donc la fonction :

0 siv<0

Fy:o—1—-P(V >v) =
v ( ) {1—62” siv > 0.

On reconnait une fonction de répartition connue : V suit la loi exponentielle de paramétre 2.
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5 Deéterminer la loi de la somme de 2 variables aléatoires indépendantes a densité

Déterminer la loi de la somme S = X + Y de deux variables aléatoires X et Y indépendantes et a densité consiste &
déterminer une densité fg de S, donnée par la formule du produit de convolution :

+00 +o0
fsizi—>/ Fx(z — )y () dt <:/ fX(t)fy(z—t)dt>.
Le calcul de fg est particuliérement délicat lorsque les densités fx et fy de X et Y sont définies par morceaux.

Pour calculer fg, on suit les étapes suivantes :

(i) On commencer par déterminer 'univers-image de S.
(ii) Pour z € R\ S(2), fs(z) =0 (inutile de faire le calcul intégral).

(iii) Pour calculer fs(z) lorsque z € S(€2), on détermine une expression par morceaux de la fonction ¢t — fx(z — 1),
puis de la fonction t — fx(z — t) fy (t), permettant ainsi d’intégrer cette derniére.

Exercice 5. Déterminons la loi de S = X —Y lorsque X etY sont deux variables indépendantes de la loi U(]0,1]).
On sait que X(Q2) =Y (22) = [0, 1], donc S(2) = [-1, 1].
Les variables aléatoires X et Y sont indépendantes, donc X et —Y sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions.

On peut montrer (a faire en pratique) que la variable aléatoire —Y est a densité, de densité donnée par la fonction :

1 siye[-1,0]

0 sinon.

f-y 1y {
On en déduit que la variable aléatoire S = X + (—Y") est a densité, de densité fg donnée par :
+oo
fSiZ'—>/ fx(z =) f-y(t)dt.

Pour tout z ¢ [—1,1], fs(z) =0. Soit z € [-1,1].

0<z—t<1 z—1<t<z
z—t)f-y(t) #0 & &
Ix( -y (t) # {—1<t<0 {—1<t<0.
On a alors deux cas de figure :
e Size[-1,0]:
E—
| | —+o00 z
| : fs(z) = fX(z—t)f_y(t)dt:/ 1dt =2+ 1.
| ! —00 —1
SRR EEEEEEE S e == -~ >t
z—1 -1 = 0 1
e Size0,1]:
E—
| | —+o00 0
i i fs(z):/ fX(z—t)f_y(t)dt:/ ldt=1-— 2
I I — 00 z—1
———————————— et
-1 z—1 0 z 1

z4+1 size[-1,0]
On en déduit une densité de S, la fonction fg:z+— ¢ 1—2z size€l0,1]

0 sinon.
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