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1. La fonction f est bien positive sur R et continue sur R sauf éventuellement en 0. Pour 4. a. Puisque X(Q) =R, Y(Q) =R,. Pour tout y € R, on a :

A>0,ona:
P(Y <y) =P(X* < 2ay)

0 siy <0
P(X <V2ay) siy>0
0 siy <0

Fx (\/Qay) siy=>0

0 siy <0
1—e™¥ siy=0
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Puisque f est nulle sur | — oo, 0[, on en déduit que / f converge et vaut 1, et ainsi que
— o0

f est une densité.
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2. D’aprés les calculs réalisés a la question précédente, on a :

On reconnait la fonction de répartition d’une loi usuelle : Y suit la loi exponentielle

0 six <0 de paramétre 1.
Fx:xz— 22
l—e 22 siz>0. b. Pour tout u € R, on a :
PU<u)=P(1—e <)
3. Puisque X est presque-siirement & valeurs positives, alors X + 1 est presque-sirement & =P (67Y >1- U)
valeurs dans [1, +o00[. Soit z € R. Si z < 1, alors P(X +1 < z) =0. Si z > 1, alors (POY<-I(l-w) siu<l
(z-1)? |t siu>1
X+1<2)=P(X<z—-1)=1—¢ = _
PX + 2) =k ‘ ) ¢ 0 siu<O

=<¢u si0<u<l1

La fonction de répartition de X + 1 est donc la fonction : =
1 siu>1

PR 0 siz <1 On reconnait la fonction de répartition d’une loi usuelle : U suit la loi uniforme sur
: 12
—e_(Tlr) siz > 1. [0,1[.
c. C’est du cours.
La fonction G est C! sur | — oo, 1[ (car nulle) et sur |1, +o0o[ (par théorémes opératoires). import random as rd
Etudions la continuité en 1 : import numpy as np
(z=1? .
G(1)=0, lim G(z)= lim 0=0, lim G(z)= lim 1—e 2= =0. def YO):
2—1— z—1~ z—1t z—1+ return — np.log(l—rd.random())
On en déduit que la fonction G est continue en 1 donc sur R. La variable aléatoire X + 1 d. Il suffit de remarquer que X = v2aY (puisque X et Y sont presque-sirement posi-
est donc a densité. Une densité de X + 1 est la fonction : tives).
0 . 1 def X(a):
51z <
=Y
giz—=Qz—1 -2 | Y ©
e %a siz>1. return (2xaxy)*x*x0.5

a




BCPST 2 Jean-Baptiste Say Mathématiques - Corrigé du DM 3
q g

1 22
vV 2am

e~ 2a.
b. 1l suffit d’étudier la convergence de I'intégrale :

+o0 oo .2 2
/ zf(z)de = / —e 2a dz.
0 0 a

Too g2 2

e 2a dx.
V2am

est le moment d’ordre 2 de la loi normale A (0, a) (égal & sa variance, i.e. a). Par parité
de l'intégrande, on trouve que :

/+°° x2 *ﬁd a

e zadr=—.
0 vV 2am 2
2

+oo
Donc l'intégrale / —e % dx converge et :
0 a

5. a. Encore une question de cours : g : x —

To g2 2 vV 2arm
—e 2 dr = .
0 a/

vV 2am

2
On pouvait aussi réaliser une intégration par parties. Les fonctions v : z — z et

On en déduit que X admet une espérance, égale & E(X) =

22 . :
v:x+— —e 2@ sont C! sur [0,+o0c[. De plus, on a Em uv = 0 par croissances com-
o0
parées. Par intégration parties, on trouve que les intégrales
+o00 72 22 +o00 2 +o00
/ —e 2 dr et / e 2 dx = \/2a7r/ g(x)dx
0 a 0 0

sont de méme nature. D’aprés la question précédente et par parité de g, 'intégrale

—+o0
/ g(x) dz converge et :
0

a

+oo too .2 22 227 +0o0 +oo 22 /2
/ wf(x)dac:/ Y% de = [—xe‘ﬁ} —|—/ e % dy = YO
0 0 a 0

+oo
On en déduit alors que l'intégrale / Z_e" % dz converge et :
0

0

On en déduit que X admet une espérance, égale & E(X) =

. Puisque la variable Y admet une espérance, la variable X2 = 2aY admet une espérance

par linéarité et E (X?) = 2aE(Y) = 2a.

. On en déduit que X admet une variance donnée par la formule de Konig-Huygens :

V(X) = E(X?) —E(X)’ = 20— 7 = @

. Par linéarité, on trouve que S,, admet une espérance, égale a :

1 n
=5, 2 E(XE) =
k=1

. Puisque la variable aléatoire Y admet une variance, la variable aléatoire X2 = 2aY

admet aussi une variance, égale & V (X?) = 4a? V(Y) = 4a”.

. Les variables aléatoires X7, ..., X2 sont indépendantes d’aprés le lemme des coalitions.

Puisqu’elles admettent une variance, la variable aléatoire X7 + -+ + X2 admet une

variance, égale a :
n n
\Y% (ZX%) = ZV (X,f) = 4na’.
k=1 k=1
Par quadraticité de la variance, la variable aléatoire .S,, admet une variance, égale a :

1 a? 1
V(Sn) = T (ZXk> = < — car a €]0;1].

D’aprés U'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (S, admet une variance), on a :

V(Sn
Ve >0, P(|Sn —E(Sn)| =€) < (52 )
.. 1
En choisissant € = 10’ on trouve alors que :
1 1 100
T e ) B
]P’(ae}S IOS+10D -

100
En choisissant n tel que — < 0,05, i.e. n > 2000, on a :
n

1 1
I — — > .
P’(aE]Sn 10,Sn+ 10 D > 0,95

1
On dit que ]Sn -0 Sn + To est un intervalle de confiance de a pour un niveau de

confiance d’au moins 95% dés que n > 2000. Cela revient aussi a dire que si n > 2000,
Sy, est une approximation de a & 10~ 1—pres avec une probabilité supérieure ou égale a
95%.



