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Couples de variables aléatoires discrétes

BCPST 2 J-B. Say

Exercice 1. ©

[Corrigé] v
On lance deux dés équilibrés. On note X la variable aléatoire égale un plus petit des deux
nombres obtenus et Y la variable aléatoire égale au plus grand de deux nombres obtenus.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Déterminer les lois marginales de X et Y.

[Corrigé| vy

Soit m € N* et soit X une variable aléatoire réelle de loi géométrique de paramétre p €]0, 1[.

Exercice 2. ©
Déterminer la loi de Y = min(X, m).

Exercice 3. ©
Soient X1, ...,

[Corrigé| vy

X, des variables aléatoires indépendantes de méme loi uniforme sur [1,n].

1. Déterminer la loi de Y = maX(Xl, e

Exercice 4. Q [Corrigé] v

On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y de loi B(p). Soient U = X +Y
et V=X-Y.

s Xn).

2. Montrer que E(Y) =

1. Déterminer la loi du couple (U, V') ainsi que la covariance de U et V.
2. Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?

[Corrigé| vy

Exercice 5. Q
Soit X une variable aléatoire discréte dont la loi est donnée par :

1] 0 1] 2
1/4]1/6 | 1/4|1/6

€Ty -2

1. Déterminer la loi de Y = X? ainsi que celle du couple (X,Y).

2. Calculer Cov(X,Y). Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 6. © [Corrigé| H ¢
Soit n € N*. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans [0, n] telles que, pour
tout k € [0,n], la loi conditionnelle de X sachant [Y = k] soit la loi uniforme sur [0, k]. On

note, pour tout k € [0,n], pr =P(Y = k).

1. Déterminer la loi du couple (X,Y’), puis la loi de X.
2. En déduire E(X) en fonction de E(Y).

3. Montrer que X et Y — X ont méme loi.

Exercice 7. QO

[Corrige| ¥
Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe
de (X,Y) est donnée par :

Y(i,7) € N?, IP’(X:i,Y:j):ﬁ, a€R.

1. Déterminer la valeur du réel a.
2. Reconnaitre les lois marginales de X et Y.
3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 8. Q [Corrige] ¥k

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N. On suppose que la loi conjointe
de (X,Y) est donnée par :

v(i, ) € N*, P(X
1. Déterminer la valeur du réel a.
2. Déterminer les lois marginales de X et Y.

3. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes 7

4. Calculer P(X =Y).

Exercice 9.

[Corrigé]| ¥y
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi géométrique de
parameétre p €0, 1[.
1. a. Calculer, pour tout k € N*, P(X > k).

b. Calculer P(X =Y), P(X 2 Y) et P(X > 2Y).
2. Soient V =min(X,Y)et W =X -Y.

a. Donner la loi du couple (V, W).

b. En déduire les lois de V et W.

c. Montrer que V' et W sont indépendantes.
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[Corrigé| ¥
Le nombre de visiteurs quotidiens & Disneyland Paris suit une loi de Poisson de paramétre
A > 0. Chaque visiteur entre dans le parc par une des m entrées F1,..., E,, , quil choisit
de maniére équiprobable et indépendamment des autres visiteurs.

Exercice 10.

On désigne par N le nombre de visiteurs en une journée et X; le nombre de visiteurs entrant
par Fq durant cette journée.

1. Déterminer le nombre moyen de visiteurs en une journée.

2. a. Déterminer, pour tout n € N, la loi conditionnelle de X sachant [N = n].
b. En déduire la loi conjointe de N et Xy, puis la loi de X;.
c. En déduire I'espérance et la variance de X;.

3. Sachant qu’un visiteur sur dix se débrouille pour rentrer sans payer, calculer le nombre
moyen de visiteurs hebdomadaires qui entrent sans payer par ’entrée Fj.

[Corrigé]| ¥y
Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi de Bernoulli
de paramétre p €]0, 1[. Pour tout i € N*, on note ¥; = X; X;41.

Exercice 11.

1. Déterminer, pour tout : € N*, la loi de Y.

2. Pour tout n € N* on note 5,, = ZYk. Déterminer E(S,,) et V(S,,).
k=1

Exercice 12. © [Corrigé] ek

On a n boites numérotées de 1 a n. La boite k contient k boules numérotées de 1 4 k. On
choisit au hasard une boite puis une boule dans cette boite. Soit X le numéro de la boite et
soit Y le numéro de la boule.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).

2. Calculer P(X =Y).

3. Déterminer la loi de Y et puis calculer E(Y).

[Corrigé| ¥k

Soit n € N*. On considére n personnes se répartissant au hasard dans trois hotels numérotés
1, 2 et 3. Pour tout k € {1,2,3}, on note X}, le nombre de personnes ayant choisi I'hotel k.

Exercice 13.

1. Déterminer la loi des variables aléatoires X1, X5 et X3.
2. Déterminer la loi de X; + X5, ainsi que son espérance et sa variance.

3. Déterminer la covariance de X et Xs.

Exercice 14. Q [Corrigé] Y%
On considére un dé équilibré dont 1'une des faces est blanche et les cing autres sont rouges.

On lance ce dé indéfiniment et on s’intéresse aux longueurs successives de B et R : par
exemple si les neufs premiers lancers donnent les résultats BBRRRRRRB alors la premiére
série (BB) est de longueur 2 et la seconde (RRRRRR) est de longueur 6. Soient X7 et Xo
les longueurs respectives de la premiére et de la deuxiéme série.

1. Déterminer la loi de X;. Montrer que X; admet une espérance et la calculer.
2. Déterminer la loi du couple (X1, X5). En déduire la loi de X5.

3. En considérant P([X; = 1] N [X2 = 1]), montrer que X; et X5 ne sont pas indépendantes.

Exercice 15. [Corrigé] Y %
Une urne contient 2 boules blanches et n — 2 boules rouges. On effectue n tirages sans remise
dans cette urne. On note X le rang de sortie de la premiére boule blanche et Z celui de la
deuxiéme boule blanche.

1. Déterminer la loi du couple (X, Z).
2. En déduire la loi de Z.

Exercice 16. [Corrigé] Y% %

On dit qu’'une variables aléatoire X suit la loi binomiale négative de paramétres n € N
et p €]0,1] si:

k—1

X(Q)=[n,+c]etVk=n, P(X =k) = (nl

)=t

1. Soient (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi
géométrique de parameétre p €]0,1[. Montrer que pour tout entier naturel n non nul,
X7+ -+ X, suit la loi binomiale négative de paramétres n et p.

2. En déduire ’espérance et la variance d’une variable aléatoire suivant la loi binomiale
négative.

Exercice 17. Q [Corrigé] Y%k
Un secrétaire effectue n appels téléphoniques vers n personnes distinctes (n > 2). On admet
que les n appels constituent n expériences aléatoires indépendantes et que, pour chaque ap-
pel, la probabilité d’obtenir le correspondant demandé est p €]0,1[. On note g =1—p et X
la variable aléatoire égale au nombre de correspondants obtenus.

1. Déterminer la loi de X.
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2. Aprés ses n recherches, le secrétaire demande une deuxiéme fois, et dans les mémes con-
ditions, chacun des n — X correspondants qu’il n’a pas réussi a joindre la premiére fois.
Soit Y le nombre de correspondants obtenus la seconde fois et soit Z = X +Y le nombre
total de correspondants obtenus.

a. Quelles sont les valeurs prises par Z 7
b. Soit k € [0,n]. Déterminer la loi conditionnelle de Y sachant [X = k].
c. Soit (k, ) € N2 tel que k + ¢ < n. Montrer que :

px =i == () (51 )

d. En déduire que Z suit une loi binomiale dont on déterminera les paramétres.

3. Retrouver le résultat de la question précédent sans réaliser de calcul (en réinterprétant
Pexpérience).
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Corrigé de I’exercice 1. [Enoncé| Calculons P(Y = m). Puisque [Y = m] = [X > m], on obtient (aprés calculs) :
m—1
1. On note D; et Dy les variables aléatoires égales aux valeurs de chaque dé. Les variables o - oy me1
aléatoires D et Dy suivent toutes les deux la loi uniforme sur [1, 6] et X = max(D;, D3) et P =m)=PX >m)=1- P(X =Fk)=q""".
Y = min(Dy, D3). Il vient immédiatement que X (Q) = Y (Q) = [1, 6]. Soit (i,7) € [1,6]> =t
o ) ) La loi de Y est donc donnée par :
e Sii>j, P(X=4Y=j5)=0.
L ) . . . , . 1 k=1 ik
o Sii=j, P(X=iY =j)=P(Di=i,Ds=i) = P(D; = )P(D; = i) = = vk € [Lm], P(Y = k) = {qm_f’ o
sik=m.
par indépendance des dés. 1
S ) ) ) . . ; 2 1 .
o Sii<j, P(X=1i,Y=j)=P(D1=4Dy=j]lU[D1=j,Dy=1]) = 36 18 Corrigé de ’exercice 3. [Enoncé]
par disjonctions des événements puis indépendance des dés.
1. Remarquons que Y (Q2) = [1,n].
La loi du couple (X,Y) est donc donnée par : Soit k € [[1,n]. Ainsi, par indépendance des variables X1,..., X, on a :
g i<y PY < K) = PO < b X <) = POG < 1) PO, <) = ()
V(i,j)E[[l,G]]z, P(X:i,Y:j): i Si’iZj
36 Puisque [Y = k] = [V <k]\ [Y <k —1], laloi de Y est donnée par :
0 sii>j.

2. En appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ( " < k— 1)" ks 1
— si

(Y = j])1gj<6, on obtient la loi de X : n

)
Vi € [1,6], P(X =1) zﬁjp(x Y =7) (:)n sik=1
7 , 6], =34) = =i,Y =j ) ) )
j=1 | | | | <:) _(k;n1) .

1 2. La variable aléatoire Y est finie, elle admet donc une espérance.

%t e -3 () (E22)'

En appliquant le systéme complet d’événements ([X = i])1<;<6, on obtient la loi de YV
k n n k; _ 1 n
ElZY) — P2
() -2(5)
k=2
> n—1

par le méme raisonnement : _

)
1 j-1 k=1
>

Vi € [1,6], P(Y:]):%JFTS' N N
(Y S (4)
Corrigé de I’exercice 2. [Enoncé] = k=1
Remarquons que Y (Q) = [1,m]. — = <k>n
Pour tout k € [I,m — 1], [Y = k] = [X = k] donc P(Y = k) = ¢*~!p. o\ .
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Corrigé de ’exercice 4.

1. Remarquons que U(Q2) = {0;1;2} et V(2) = {—1;0;1}. Posons ¢ =1 — p.

[Enoncé|

La loi du couple (X,Y) est donnée par le tableau suivant :

P(X=i,Y=4)]j=0]j=1
i=0 q pq
i=1 pq P’

On en déduit la loi du couple (U, V) (et les lois marginales de U et V):

PU=u,V=v)|lv=—1| v=0 |v=1|PU =u)
u=0 0 q° 0 7
u=1 Pq 0 Pq 2pq
u =2 0 P2 0 p?

PV =) pe_ [P+ | pg

Le couple (U, V) étant fini, il admet une covariance.
On a immédiatement par linéarité de l'espérance que E(U) = 2p et E(V) = 0.
On trouve, d’apreés la formule du transfert : E(UV) = —pg + pg = 0.
On en déduit que Cov(U, V) = 0 d’apreés la formule de Konig-Huygens.
2. Remarquons que P(U =0,V = —1) = 0 alors que P(U = 0)P(V = —1) # 0. Les variables
U et V ne sont donc pas indépendantes.

Corrigé de I’exercice 5. [Enoncé]

1. On a immédiatement que Y (Q) = {0;1;4}. La loi de Y est alors donnée par :

Yi 0 1 2
P(Y =a;) | 1/6 | 1/2[1/3 |

La loi du couple (X,Y) est alors donnée par :

P(X=i,Y=j)|i=—2]i=-1]i=0]i=1]i=2
i=0 0 0 1/6 | 0 0
j=1 0 1/4 0 | 1/4 | 0
j=4 1/6 0 0 0 | 1/6

2. Le couple (X,Y) étant fini, il admet une covariance. On trouve que E(X) = 0 et, en ap-
pliquant le théoréme du transfert, on trouve E(XY) = 0. La formule de Konig-Huygens

permet de conclure : Cov(X,Y) = 0.

Les variables X et Y ne sont pourtant pas indépendantes :
P(X =—-2,Y =0) =0 tandis que P(X = —-2)P(Y = 0) # 0.

il suffit de remarquer que

Corrigé de I’exercice 6. [Enoncé|

1. On remarque que X (Q) = [0,n]. La loi du couple (X,Y") est donnée par :

Pk Go<i<k

V(i k) € [0,n]*, P(X =i,V =k) =P(Y = k)Pyy_p(X =i) =< k+1
0 sinon.

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet ([Y = k])ogcrgn :

) LN Dk
Vi € [0,n], ]P’(X:z):z :
k:ik—i-l

2. Les variables X et Y étant finies, elles admettent une espérance et :

n

E(x):;iP(X:i)zzzikéfl Z;j:&

n
i=0 k=i k=0 i

. kp, 1
0

M=

n

Il
=]

3. Pour tout ¢ € [0,n], on a (toujours d’apres la formule des probabilités totales) :

PY ~X=i)=Y P(Y =kPy_n(X =k i)=Y le =P(X =4).
k=0 k=i

Les variables aléatoires X et Y — X suivent donc la méme loi.

Corrigé de I’exercice 7. [Enoncé|

1. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements
([Y = j])jen, on a (la série converge par o-additivité) :

= a <X 1 ae
Vi € N, JP>(X:z):ZP(X:z,Y:J)zﬁzﬁzF
§=0 §=0
Puisque ([X = i]);en forme un systéme complet d’événements, la série ci-dessous converge
par o-additivité et on a :

+oo +oo 1
1:ZP(X:i):aZZ' = ae?
1=0 =0

On en déduit donc que a = e™~.
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2. En reprenant le résultat de la question précédente, on trouve que :

i
ae e 1"

=)= = =

vieN, P(X T

La variable aléatoire X suit donc la loi de Poisson P(1) de paramétre 1.

Par symétrie de la loi du couple (X,Y), la variable Y suit la méme loi.

3. Un rapide calcul montre que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes :

V(i,5) eN?, P(X =i)P(Y =j) = —e ! x ie =—=PX =14Y =j).

Corrigé de I’exercice 8. [Enoncé|

1. Fixons i € N. Soit N € N.

ol i+
Z]P) =1 Y—j):az 9i+

7=0 7=0
N N
7 1 1 J
=ag (2o | Tz | %
7=0 7=0
. N N j—1
i 1 1 1Y
=ag |25 | togm 23(2)
3=0 j=1
7 1
Noteo Vi1 T A%

(On reconnait des sommes partielles de séries géométriques et séries géométriques dérivées,

convergentes car de raison 5 €] — 1, 1]).

2

D’aprés la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’événements

(Y = j])jen, on a (la série converge par o-additivité) :

Vi € N P (121.7_1.
Soit M € N.

M

ZP(X—')—%I: ! + LY f: 1H+2 %l
=1) = a2i71 a2i71 —al () 2 a 02Z.M

i=0 i=0

3. Les variables aléatoires X et Y ne sont pas indépendantes :

(On reconnait des sommes partielles de séries géométriques et séries géométriques dérivées,
convergentes car de raison = €] — 1, 1]).

+oo 1
Or Y P(X=4)=1, donca:§.

i=0

2. D’aprés le résultat de la question précédente, on a :

41
VieN, P(Xzz)z%.

Par symétrie de la loi du couple (X,Y), X et Y suivent la méme loi donnée par :

1+ 1

P(X =0,Y =0) = 0 alors

que P(X = 0)P(Y =0) # 0.

4. Puisque ([X = i]);en forme un systéme complet d’événements, on peut appliquer la for-

mule des probabilités totales (la série ci-dessous converge par o-addivité):

—+oo —+oo +oo

=Y)=> PX=YV,X=i)=)» P(X= :@'):Z%zé,

i=0 =0 =0

P(X

(en reconnaissant une série géométrique dérivée de raison i)
[Enoncé]

Corrigé de I’exercice 9.

1. a. Pour tout kK € N*, on a

k—1 k—1
PX>k)=1-P(X<k-1)=1-Y P(X=i)=1-> pg ' ="
=0 =0

On peut retrouver ce résultat par le modéle classique de la loi : en répétant de maniére
indépendante une expérience de Bernoulli jusqu’au premier succés, ’événement [X > k]
est réalisé si et seulement si on a fait k — 1 échecs aux k — 1 premiers essais.
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b. Appliquons, pour chaque calcul, la formule des probabilités avec ([Y =
systéme complet.

P(X

La méme méthode nous donne P(X >Y) =

+oo

+oo
ZZ]}D(X:

.
:Z]}»(X:

1

_ZPQ 2k—2
ZPQZ:(Q2)

2

2. a. On remarque V()

—N —— —/

1

i —

= N* et W(Q)

= k)

P(V =i, X -Y =)

’B

P(Y

2 2i+5—2
prq*t

p’q
— pPg2itlil=2,

2i—j—2

P(Y =i, X =i+}j)
P(X =4, =i—j)
(Y =i)P(X =i+j)
P(X =)P(Y =i —j)

sij =20
sij<O0

Y = k) par indépendance de X et Y

1
1+q

= Z. Soit (i,j) € N* X Z.

sij>0
sij<0

sij>0

et P(X >2Y) =

k])ken+ comme

=Y)= Z P(X =Y,Y =k) (la série converge par o-additivité)
k=

(on reconnait une série géométrique de raison ¢* €] — 1,1[)

q

L+q+q*

par indépendance de X et Y

sij<0

b. On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet ([V = i]);en- :

VjeZ, P(W Z]P =j) (la série converge par o-additivité)

_ 2 2it|j|-2
Zp i+7l—

_ pqul
1+q

Par le méme raisonnement avec le systéme complet ([W = j]) ez, on trouve :

Vi e N*, Z P(V =i,W =j) (la série converge par c-additivité)
JEZL
=Y PV=i,W=j)+ Y PV=iW=j)
jEN jE—N*

+oo too

=Y PV =i,W=j)+> P(V=iW=-k)
§=0 k=1

_ ZPQ 2i+j5—2 +Zp2 2i+k—2

1 . 1
7p2q2l 21 +p2q21 2( 1)
—q 1—-gq
=pg* *(1+q).
On pourra remarquer que V suit la loi géométrique G (1 — q2) :
. . . i—1 i—1
VieN, P(V=i)=(1-q) (") (1+q=(1-4¢")()" -

c. On a immédiatement : V(i,j) € N* x Z, P(V =i, W = j) = P(V = )P(W = j). Les
variables aléatoires V' et W sont donc indépendantes.

Corrigé de I’exercice 10. [Enoncé]

1. Le nombre moyen de visiteurs en une journée est E(NV), i.e. A.

2. a. Soit n € N. Sachant [N = n], X; est le nombre de succes lors de la répétition de n

expériences de Bernoulli indépendantes dont la probabilité de succés (“un visiteur entre

1
par lentrée F7) est égale & —. On en déduit que la loi conditionnelle de X; sachant
m

1
[N = n] est la loi binomiale B (n,p) ou p = —.
m
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b. Notons ¢ = 1 — p. Remarquons que N(2) = X;(2) = N. La loi conjointe de (N, X1) Le nombre moyen de visiteurs qui entrent sans payer chaque jour par ’entrée E; est donc

est donnée par : égal & ——.
10m

V(n, k) € N, P(N =n,X; =k) =P(N = n)Py—n (X1 = k) )
A" Corrigé de ’exercice 11. [Enoncé]
_ ) e ()pkq” kosik<n
v 1. Soit ¢ € N*. Remarquons que Y;(2) = {0;1}. La variable aléatoire Y; suit donc une loi
de Bernoulli (de paramétre P(Y; = 1)).
e MpFg" Tk sik < n Puisque P(Y; = 1) = P(X; = 1,X;41 = 1) = p? (par indépendance de X; et X;,1, la
variable aléatoire Y; suit donc la loi de Bernoulli 5 (pg) de paramétre p?.

0 sinon.
A
El(n — k)!
0 sinon.

2. Soit n € N*. Pour tout k € [1,n], Y admet une espérance et une variance, donc .S, aussi.
Puisque ([V = n])nen forme un systéme complet d’événements, on peut appliquer la

Par linéarité de 'espérance, E(.5,,) = np?.
formule des probabilités totales pour déterminer la loi de X7 : P (Sn) P

V(Sn) =) V(Yi) Cov(Y;,Y;
VEeN, P(X =k) = ZIP’(N =n,X; =k) (la série converge par o-additivité) (Sn) Z (Y) Z ov( )

k=1 1<i<j<n
n
+

_ i A" oAk gn—k Z (1-p*) +2 Z Cov(XiXit1, X Xj41)
- k!(n — P k=1 1<i<j<n

+ n—1

(o]
— e~ Z )‘n " =np*(1 —p°) +2 Z Cov(X;iXit1, Xip1Xit2),
i=1
(\q) q la derniére égalité étant obtenue d’aprés le lemme des coalitions : si i 4+ 1 < j, alors les

— k:' e Z variables aléatoires X; X; 1 et X;X, 1 sont indépendantes.

En appliquant la formule de Konig-Huygens (les variables aléatoires en jeu sont finies),

_ (Ap)* oM on obtient (par indépendance des variables) :
k!
IO LI Vi € [1,n— 1], Cov(X; Xit1, Xip1Xive) = E(X; X7 Xive) — E(X; Xi41)E(Xi41Xi42)
= k' (& . = p3 — p4.
A A 1n: ¥
La variable aléatoire X; suit donc la loi de Poisson de paramétre Ap = —. On en déduit que V(S,) = np*(1 — p?) +2(n — 1)p*(1 — p) pour tout n € N*.
m

A . . , . - p
c. On en déduit que X; admet espérance et variance, égales a E(X;) = V(X;) = —. Corrigé de I'exercice 12.  [Enonce]

1. D’aprés ’énoncé, X suit la loi uniforme sur [1,n] et , pour tout k& € [1,n], la loi condi-

3. Notons Y; le nombre de visiteurs qui entrent sans payer par 'entrée Fj. . - X i 5
) ) ) . tionnelle de Y sachant [X = k] est la loi uniforme [1, k] par équiprobabilité des tirages.
En reprenant le méme raisonnement qu’a la question 2.a, on trouve que la loi condition- o x(Q v(Q ) On t )
nelle de Y7 sachant [N = n] est la loi binomiale B(n,p) ou p = 1%, pour tout n € N. n remarque que X(Q) = Y({2) = [1,7]. On trouve alors que :
En reprenant le raisonnement de la question 2.b, on trouve que Y7 suit la loi de Poisson ) ) ) — sij<k
V(k,j) € [1.n], P(X =k, Y =j) =P(X = k)Px—x(Y =j) = { nk
de paramétre Tom: 0 sinon.
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2.

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet ([X =

e S
k=1 k=1

EDkeing :

=k X=Y)

3. Par le méme argument qu’a la question précédente, on trouve :

1
Vj e [1,n], P Z]P’ ):Z%.
k=j
La variable aléatoire Y étant finie, elle admet une espérance et :
n n n k

. 1 k —|— 1 n+3
E) = YR =) =3 =Y s -y

j=1 j=1k=j k=1""" k=1 k=1

Corrigé de I’exercice 13. [Enoncé]|

1.

Corrigé de 1’exercice 14.

1.

Les variables aléatoires X1, X5 et X3 suivent trivialement la méme loi : la loi binomiale

. 1
de paramétres n et 3"

En interprétant X; + X5 comme un nombre de succés, on trouve que X7 + X5 suit la loi

binomiale de paramétres n et 3"

2n
9

Puisque V(X + X2) = V(X;) + 2Cov(X1, X3) + V(X3), on trouve immédiatement que
COV(Xl, XQ) = i

2n
Ainsi E(Xl + XQ) ? et V(Xl + XQ)

9
[Enoncé]

Pour tout n € N*, on note B,, (resp. R, ) '’événement “la boule tirée au n-éme lancer est
blanche (resp. rouge).

Remarquons que X;(§2) = N*.

Soit n € N*. Puisque

[X1=n]=B1N...ByNRy11)U(R1N... R, NBpt1),

on en déduit la loi de X; (par disjonction puis indépendance des événements considérés)
5(1\" L5 "
6 \6 6 \6/ °

Vn € N*, ]P)(Xl = TL) =

Soit N € N*.
N N n n
5 (1 1/5

1
R e
-~
()=
3
A/
| =
~——
3
L
+
)=
3
I/~
| Ot
N——
3
-~
P
1
+
8
SR

n=1 n=1
6
On en déduit que X; admet une espérance, égale a =
. Remarquons que X5(€2) = N* et, pour tout (i,7) € (N*)>
[Xl = i; X2 = j]
e (Bl N...B;NR; 1 ﬂ-“ﬁRH_j ﬂBZ’J,_jJ,_l)U(le...RiﬁBiJ'_lm"'mBi+iji+j+)

On trouve alors la loi du couple (X7, X2) de la méme maniére qu’a la question 1 :

W) € (), P(Xy =i, X; = ) = <é)+ (2) ; @ <2)+

Pour déterminer la loi de X5, on applique la formule des probabilités totales avec
([X1 = i])sen+ comme systéme complet d’événements :
+oo
= Z P(X; =4,X5 =) (la série converge par o-additivité).
i=1

Vj e N*, P(X, =

Passons par les sommes partielles pour calculer cette somme. Soit N € N*.

N
> PO =i, Xp = j)

i=1

SONMBROTIN
OEOTEET
O O ()

La loi de X5 est donc donnée par :

e (0 6+ () Q)"

I
[ 3
<. ©
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3. On trouve que P(X; = 1)P(X, =1) = 31 + 6" P(X;=1,X,=1).

Les variables X7 et X5 ne sont donc pas indépendantes.
Corrigé de I’exercice 15. [Enoncé]|

1. Pour tout k € [1,n], on note By I’événement “on tire une boule blanche au k-éme tirage”.
Remarquons que X(Q) = [1,n — 1] et Z(Q) = [2,n].

Puisque :
[X:Z}Q[Z:]] :Eﬂ'-'ﬂBi,lﬂBiﬁBi+1ﬂ~-~OBj,1ﬂBj,
on trouve, via la formule des probabilités conditionnelles (et aprés calculs) :

2
V(i j) € [Ln—1] x [2,n], P(X =i, Z = j) = n(n—1)

0 sinon.

sii<j

2. On obtient immédiatement la loi de Z en appliquant la formule des probabilités totales
avec ([X = i])1<i<n—1 comme systéme complet d’événements :

ViRl HZ =)= PX =i2=j)= Y 2 = 220
i=1 =1

Corrigé de I’exercice 16. [Enoncé]|

1. Montrons le résultat par récurrence sur n € N*.

Le résultat est trivial pour n = 1 : la loi binomiale négative de parameétres 1 et p est la
loi géométrique de paramétre p.

Soit n € N*. Supposons que X7 + - - - + X, suit la loi binomiale négative de parameétres n
et p et montrons que X + --- + X, 41 suit la loi binomiale négative de parameétres n + 1
et p.

Commengons par noter ¥ = X5 + -+ X, et Z7 = X; 4+ -+ + Xp41. On a alors
Z =Y + X,11. Dapres le lemme des coalitions, les variables Y et X, ;1 sont in-
dépendantes. Puisque Y () = [n,+oo[ et X, 11(Q2) = [1,+00], on en déduit que
Z(Q2) =[n+1,400[.

10

Soit k € [n+1,4o00[. Puisque ([Xp4+1 = i])ien~ forme un systéme complet d’événements,
on peut appliquer la formule des probabilités totales :

+oo
P(Z=k)= ZIP’(Z =k, Xpt1 =1) (lasérie converge par o-additivité)

i=1

“+o0

=Y P(Y =k—i,Xnp1=1) car¥ =Z-Xnp

=1

k—n

=Y P(Y=k—i,Xp1=i) carVi>k—n, PV =k—1i)=0
1=1

k—n
= Z P(Y =k —i)P(X,41 =4) par indépendance de Y et X,,11
i=1

k—n

=> <k ;i_l 1)19”(1 —p) T p(1—p) !

=1

o ki1
—pntl(] — k—(n+1) -t
gy (F T

i=1

k—n . .
k—1 k—i—1
— ntl 1— k—(n+1) _
petaepmn s (F ) - ()

=1
k—n . .
k—1 k—i1—1
— yntl 1— k—(n+1) _
ety () - ()

k-1
= < . )p”“(l —p)*=*+D (en reconnaissant une somme télescopique)

On en déduit que Z suit la loi binomiale négative de paramétres n + 1 et p.

La propriété étant initialisée et héréditaire, on en déduit que X; + --- + X,, suit la loi
binomiale négative de parameétres n et p pour tout n > 1.

. Les variables aléatoires X1,..., X,, admettant une espérance et une variance, la variable

X1+ -+ X,, admet aussi une espérance et une variance.

Par linéarité de ’espérance, on a :

E(X; + -+ Xn) =E(X)) + - + E(X,) = %.
Par indépendance des variables X; + --- + X,,, on trouve :
1—
VX1 4+ X,)=V(X1)+--+V(X,) = %
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Une variable aléatoire suivant la loi binomiale négative de parameétres n et p admet donc

n(l—p)

. 3 P ~ n
une espérance et une variance, respectivement égales a — et 5
p p

Corrigé de I’exercice 17. [Enoncé|

1. La variable X est le nombre de succés (obtenir un correspondant), lors de la répétition

de n expériences indépendantes de Bernoulli de paramétre de succés p.

Ainsi, X suit la loi binomiale de parameétres n et p et E(X) = np et V(X) = npg.

2. a. On trouve immeédiatement que Z = [0, n].

b. La loi conditionnelle de Y sachant [X = k] est la loi binomiale B(n — k,p). En effet,
sachant [X = k|, Y est le nombre de succés (“on obtient un correspondant”) lors de la
répétition de n — k expériences de Bernoulli indépendantes de probabilité de succés p.

c. On en déduit que :

P(X =K N[Y =) =P(X = k) x Py_y (Y = 0)

_(n\(n—k\ ok on—2k—¢
() (" ot

Or :
(Z) (n 2 k> B k!(’nni k)! 'E!(v(zn—kkz! 0)!
n! (k+0)!
Tkt O n—k—0) 0k
() ()
Donc :

px =inw == (1) (5] e

d. Soit ¢ € [0,n]. Puisque ([X = k])ogk<n €st un systéme complet d’événements, on a,

d’aprés la formule des probabilités totales :

On en déduit que Z suit la loi binomiale de paramétres n et 1 — ¢2.

. On peut ré-interpréter l'expérience en supposant, sans changer la loi de Z, que le se-

crétaire appelle deux fois chaque correspondant. La variable Z est égale au nombre de
correspondants obtenus au moins une fois.

La variable aléatoire Z est alors le nombre de succés lors de la répétition indépendantes
de n expériences de Bernoulli indépendantes (appeler deux fois chaque correspondant)
dont la probabilité de succés est 1 — g% (car la probabilité d’échec est ¢?).

La variable Z suit donc la loi binomiale de paramétres n et 1 — ¢2.



