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Exercice 1

def occurrence(L):
occ = [0 for k in range(10)]
for k in range(len(L)):
occ[L[k]] += 1
return occ

2. a. L’instruction mystere([1, 8, 1, 1, 4, 7, 4, 4, 7] renvoie [1,4].

b. L’instruction mystere(L) renvoie la liste des chiffres majoritaires de L, i.e. ceux dont le
nombre d’occurrences est maximal.

Exercice 2

1. La fonction (t — 2) est continue sur [0, 400 par théorémes opératoires.

(1+1¢2)

1 < 1
(1+12)2 =~ 1+2°

Vit € [0, 400, 0 <
+oo
Or l'intégrale / T3 converge. En effet, pour A > 0, on a :
0

A
/ dt :[arctan(t)}g‘:arctan(A) — I
0

1+¢2 A—+o00 5
+oo dt
Par comparaison de fonctions positives, I'intégrale I = / m converge.
0

1
2. La fonction ¢ : ¢ — n est C! et strictement décroissante sur ]0, +oo[. En posant z =

2
variable assure alors que :

1—/0 e _/+°° 2?2 dz _/+°° z?dz _/+°° t2 dt
+o0 3:2(1—1—;—2)2 0 x4(1+x—12)2 o (x2+1)° o (14+2)*

La convergence de la seconde intégrale est garantie par le théoréme de changement de
variable.

1

d v

onadt=—"2 De plus, ligrmp = 400 et Emap = 0. Le théoréme de changement de
xT 0 o)

3. D’aprés la question précédente, on a (par linéarité et d’aprés les calculs de la question 1)

+oo
2]:/ __dt
o (1+1%)?

T
Ainsi : I = —.
insi 1

+/+°° t2dt _/*“(1+t2)dt_/+°° . w
o 1+ Jo a4+ Jo 1+t 2

Exercice 3

. La variable X est constante égale a 1 donc E(X") = 1. On sait que E(X) = 0. Puisque

V(X) =1, E(X?) =V(X) +E(X)? =1, d’aprés la formule de Kénig-Huygens.

. Montrer que X admet un moment d’ordre k, i.e. X* admet une espérance, revient, via

le théoréme du transfert & montrer la convergence (simple, I'intégrande étant positive sur
R) de l'intégrale :
/ too gk o2 d
e 2 dx.
—oo V2w
k—1

X 22

V2T
k—2

et v:x+— —e 'z sont de classe C! sur R et on calcule que
x x

\/T et v ix = TET T Or, par croissances comparées, on a :
s

Les fonctions u : © +—

N

iz (E=1)

k=1 5 k=1
a u(z)o(z) = -2

e”zT — 0 et e” T — 0.
\ 2T T——00 m T—+00
Le théoréme d’intégration par parties assure donc que les intégrales

RN BRI
e 2dr et — e 2 dxz
oo V2w [oo ( )\/271'

sont de méme nature. Par hypothése, la seconde intégrale est convergente (on recon-
nait (k — 1) E(X*~2)), donc la premiére I'est aussi. Ainsi X* admet une espérance, i.e.
X admet un moment d’ordre k et le théoréme d’intégration par parties assure que :

u(z)v(z) = —

E(XF) = (k- 1) E(X"2).

. Montrons le résultat par récurrence sur n € N.

(2 x0)!

XY admet une espérance, égale & 1 et 001

=1 = E(X°). La propriété est donc

initialisée.
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Soit n € N. Supposons que X admet un moment d’ordre 2n. D’aprés la question 1.b, X
admet un moment d’ordre 2n + 2 et :

(2n)!  (2n+2)!  (2n+2)!
2np!l  (2n+2)2nn! 20t (n £ 1)

E(X*)=(@n+2-1)E(X*)=(2n+1)

La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel, i.e.
pour tout n € N, X2 admet une espérance et :

n)!
20—

4. Montrons par récurrence que, pour tout n € N, E(X?"+1) = 0.
X' admet une espérance, égale & 0 ; la propriété est donc initialisée.
Soit n € N. Supposons que X admet un moment d’ordre 2n + 1. D’aprés la question 1.b,
X admet un moment d’ordre 2n +1+2 =2n+ 3 et :
E(X*"*) = (2n+3-1)E (X*"*) =0

La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout entier naturel, i.e.
pour tout n € N, X?"*! admet une espérance et :

E (X"1) = 0.

5. D’aprés les deux derniéres questions, la variable aléatoire X admet des moments de tout
ordre pair et impair, donc des moments de tout ordre.

Exercice 4

1. La fonction ¢, , est positive sur R si, et seulement si a > 0.

De plus, si a = 0, la fonction £, , est nulle sur R, I'empéchant ainsi d’étre une densité de
probabilité. On se place désormais dans le cas ou a > 0 (valeur pour laquelle on vérifie
aisément que £, , est positive sur R).

La fonction ¢, est continue sur |0,r[ par opérations sur les fonctions usuelles. Etant
nulle sur | — 00, 0[ et ]0, +00], elle est donc continue sur R sauf éventuellement en 0 et 7.

Soit € > 0. .
T T ta7 to r «
/za,,.(t)dtzf a dt:[} —1-° 1
R . ro ro r® =0
1

L’intégrale / Lo (t) dt converge donc et vaut 1.
0

Puisque £, , est nulle en dehors de |0, r[, I'intégrale / {4 (t) dt converge donc et vaut 1.

R
On en déduit que ¢, , est une densité de probabilité sur R si, et seulement si, o > 0.

2. a. On trouve que, pour tout < 0, F(z) =0, pour tout z > r, F(z) =1 et :

m(!

vz €0,r], F(z) = /Om Cur(t)dt = .

rOé

La fonction de répartition de X est donc la fonction :

0 sixzx <0
:L,O(
F:xw— — si0<z<r

r
1 six>r.

. Soit w € R.

P(Wgw):}p(—ln<):) <w> =P(XZre”)=1-P(X <re").

Siw <0, re”™ >r et ainsi (W < w) =0.
Siw >0, re ™ €]0,r[ et ainsi P(W < w) =1— (re”™) =1—e v,
Tna

On reconnait la fonction de répartition d’une loi usuelle : W suit la loi exponentielle

de paramétre a.

. Ona: —Us(Q) =R™. Pour tout z > 0, P(—Us < z) = 1.

Ve e R™, P(-Us <z)=P(Us 2 —2) =1 —-P(Us < —x) = ",
La fonction de répartition de —Us est donc la fonction :

et six <0

F o
v {1 sixz>0

La fonction F_g, est nulle donc C! sur R% . Par opérations sur les fonctions usuelles,

F_y, est aussi C! sur R* . La fonction F_, est donc C! (donc continue) sur R*.

De plus, F_r,(0) = 1, imF_y, = lim e #* =1 et limp+ F_y, = lim 1 =1. La
0-

z—0~ z—0*t
fonction F_y;, est donc continue en 0 et donc sur R.

On en déduit donc que —Us est une variable aléatoire a densité, de densité donnée par

la fonction :
et sit <0
f_U2 t— {'u R

0 sit>0.
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b. Les variables aléatoires Uy et —Us sont indépendantes (car Uy et Uz le sont) et a densité ¢. On remarque Z = —In (5X> — I <X> T n (Y> En posant, U; = —1In <X>
r s ’

(qu’on notera respectivement fy, et f_y,), donc leur somme U; — Us est une variable rY r
aléatoire & densité, de densité donnée par la fonction : et Uy = —In <), ona Z=U, — Uy Daprés la question 2.c, les variables Uy et Uy
s
gt / fu(t — o) fop, (z)dz suivent respectivement les lois exponentielles de paramétre « et (5.
: g _Us .
R

Puisque les variables X et Y sont indépendantes, U; et U, sont indépendantes.
D’aprés la question 3.b, la variable aléatoire Z = U; — U, est & densité et g, g est une
x
=
{x

t—x >0
r <0

Soit t e R. Ona: fy,(t—z)f-u,(z) #0< { densité de Z.

De plus :
e Supposons que t < 0. Alors :

“+oo
! “A(t—z), pzx P(X<Y)=P (SX < S) =P (Z > —1In (f)) = / 9o, p(t) dt.
ault) = [ e e R P )
t
= /\Me_)\t/ AT dg e Supposons que s < r. Alors —In (;) > 0 et ainsi :
—o0
Azt
e
= Ape ™ { } +00 +o0 o
el P(X <Y) :/ Ofﬁewtdt - [ iﬁeat} _ iﬁ ()"
A —in(2) @ @ “In(z @ r
:/\f eHt (lim e(’\+“)$:0car)\—|—,u>0>. (#)
‘[L r—r — 00
S
S B 5) < i -
« Supposons que £ > 0. Alors : e Supposons que s > r. Alors —In (7‘) 0 et ainsi
0 0 +oo
gap(t) = / Ae M=) e g P(X <Y)= / Lﬁeﬁt dt —|—/ b e” " dt
—0 ,ln(%)a—kﬁ 0o a+p
0
= )\,ue_’\t/ AT qg _ { o eﬁt:|0 T {_ B eat] i
—00 o (6% + B _ ln(f) « + ﬁ 0
U [euw)z] a (2) B
= ,Ue = (1 — —AB1n % )
A+ [ NS o+ ﬂ € + o+ ﬁ
A
:%e—kt ( lim e(A+u)w:0car)\+u>0>. —1- O‘B(f)ﬁ.
M T——00 o+ S
La fonction On peut alors conclure :
/\Af e M sit>0
Irmw b= )‘/‘# t . B S\ .
)\+M6H sit <0 ]p(X<Y) e = sis<r
= B
) 1-— a (t) sir <s.
est donc une densité de U; — Us. a+ B \s
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Ainsi : A € Sp(A42) & rg(As — Al3) < 3 & A € {—1;0;1}. On en déduit que
As € M3(R) admet trois valeurs propres distinctes. As est donc diagonalisable.
On trouve rapidement que :

I. Matrice de transition

1. a. Soit n € N. Puisque X,,(©2) = [0, 2], la famille ([X,, = k])o<k<2 forme un systéme 1
complet d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales, on trouve : e dimKer(A4, + I3) = Vect -9
2 1
P(Xni1=0) =Y P(X, = k) Px, -1 (Xnt1 =0) )
o h=0 ) e dimKer(A3) = Vect 0
Or, d’aprés la description de ’expérience, on a : 1
1
Pix,—0](Xnt1 =0) =0, Pix,—1](Xn41 =0) = > Pix,—2(Xnt1 =0) = 0. 1
o dimKer(As — I3) = Vect | | 2
On en déduit ainsi que P(X,41 =0) = 3 P(X,, = 1). Par le méme argument, on 1
trouve que : On en déduit que Ay = PDP~! ot :
1
o -1 0 0 1 1 1
On en déduit que : D=lo 0 o0oletpr=(-2 0 2
1 0 0 1 1 -1 1
P(X,41 = 0) 3 PXn=1)
P(Xni1=1) | = | P(Xy = 0) + +P(X, = 2)
P(Xpn41 =2) %P(Xn —1) 2. Soient n € N et i € [0, N].
0 1/2 0\ [P(X.=0) Puisque X,,(2) = [0, N], la famille ([X,, = k])ock<n forme un systéme complet
— |1 0o 1 P Xn =1 d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales, on trouve :
0 1/2 0 P(X, =2)
N
Ainsi : [Vn € N, Yoy1 = AoV, | P(Xo1 =1i) = 3 P(Xn = k) Px, 4 (Xng1 = i)
b. Soit A € R. k=0
-A 1/2 1 =2 1
re(A—A3) =g [ 1 _/)\ (1) —wg| 0 12 -A Or, toujours d’aprés la description de I’expérience et par équiprobabilité, on a :
0 1/2 =\ - 1/2 0 L
1 -\ 1 ﬁ sit=k—-1letk>1
= 0 1 —2) — ) = —
b 0 1/2—X2 A P, (Ko =)= (X8 i ek N1
1 =X 1 0 sinon.
=rg|0 1 =2x],
0 0 QW On obtient alors le résultat attendu de la méme maniére que dans la question 1.a :
. 1
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3. Lorsque N =2, A= A,. Soit X =

X
y | € Msi(R).

z

X eKer(AT - L) & ATX = X

= 24TX = 2X
2y =2z

Ssr+z2=2y
2y =2z

Sr=y=2=z.

1
On en déduit que | Ker(AT — I3) = Vect 1
1
Lorsque N =3, on a:
0 1/3 0 0 0 1
10 2/3 0 + |13 o0
A=1o 23 0 1|4 =0 23
0 0 1/3 0 0 0
x
Soit X = Z € My (R).
t
3y = 3z
22=3
X eKer(AT —I) o ATX = X 0 { T T2 =%
2041 =3z
3z =3t
1
On en déduit que | Ker(A” — 1) = Vect 1
1

Sr=y=z=1

4. Remarquons que la somme des coefficients de chaque colonne de A vaut 1. Ainsi la
somme des coefficients de chaque ligne de A” vaut 1.

1.

On en déduit que le vecteur colonne X = € Mn+1(R) est un vecteur propre

de AT, associé a la valeur propre 1.

Puisque 1 est valeur propre de A7, alors la matrice AT — I5 n’est pas inversible. Or
(A—Iny1)T = AT — I3. La matrice (A — In41)” n’est donc pas inversible.

On en déduit que sa transposée, la matrice A — I 1, est aussi non inversible,
impliquant ainsi que 1 est valeur propre de A.

II. Détermination de 1’espérance de la variable aléatoire X,

A chaque tour, on ne peut retirer ou ajouter une seule boule a I'urne Uj.

Les seules valeurs que peut prendre la variable X, 11 — X, sont 1 et -1.

On commence par remarquer que les variables aléatoires X, et X,,11 — X,, sont
finies donc admettent chacune une espérance.
En appliquant la formule des probabilités totales avec le systéme complet

d’événements ([X,, = k])refo,n], On obtient :

N
P(Xpi1— Xp=—1)=> P(Xp =k)Px, ) (Xn41 — X = —1)

k=0
N
= P(Xp=k)Px, =) (Xns1 =k — 1)
k=0
"k
=> S P& =k) (car Ppx,—o/(Xu1 = ~1) = 0)
k=1
1 N
=¥ > kP(X, =k)
k=0
1
= v E(Xn)

D’aprés la question précédente, on a :

1
B(Xns1 = Xp = 1) = 1= P(Xop1 = Xp = —1) = 1 = ~E(X,),

Ainsi, par définition de l'espérance de X, 11 — X,, on a:

E(Xn+1 - Xn) = P(Xn+1 - X, = ]-) - P(Xn+1 - X, = _]-) =1-—= ]E(Xn)
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3. D’aprés la question précédente, on a :
Vn €N, E(Xpp1) = ——2

La suite (E(X,))nen est donc arithmético-géométrique. Posons, pour tout entier

naturel n, u, = E(X,) — 5 Ainsi :

N
Vn €N, upi1 =E(Xn41) — +

2

N -2 N
:TE(Xn)-‘v-l—?

N -2 N N
= N <un+2)+12

N -2 N -2 N
D
N2
-z,

La suite (u,)nen est donc géométrique de raison

et de premier terme

N
ug = E(Xop) — 5 On en déduit que :

vn €N, u, = <NN2>n <E(X0) — ;V) .

Ainsi :

Vne N, B(X,) = 5 + (NN_Q)n (E(Xo) _ ]2V> |

4. Puisque —1 < < 1, il vient que

N —2\"
lim <N> =0 et ainsi :

n—-+oo

lim E(X,)=

n—-+oo

N
.

On en déduit qu’aprés un grand nombre de tours, les urnes U; et U, contiendront

en moyenne autant de boules.

III. Etude de la probabilité stationnaire
1. Montrons le résultat par récurrence double sur k € [0, n].

N
Puisque ( 0>m0 = 1z, le résultat est vrai pour k¥ = 0. En lisant la premiére ligne

1 N
du systéme AX = X, on obtient le = xg, i.e. x1 = Nxg = (1 )mo. Le résultat

est donc vrai pour k£ = 1.

N N
Soit k € [2,n]. Supposons que xy_o = (k B 2) xo et xp—1 = (k B 1) Zo-

La lecture de la k-éme ligne de systéme AX = X fournit I’égalité suivante

N—-—Lk+2 + k -
N T2 ka = Tk—1-
On en déduit que :
1 N+2—-k
T = ka:k-_1 k Tk—2

(N N+2-k( N

k <k — 1) To= 7/ (k _ 2) zo (par hypothése de récurrence)
N! N!

- (k!(N+ 1—k) k(k—2)U(N—k+ 1)!) o

[ kN (k —1)N!
- <I<:!(N— B RN — k)!> o

()

ce qui conclut la récurrence. Ainsi :

N
Vk € [[O,N]], T = (k)l‘o

2. On sait que 1 est valeur propre de A donc dim E; > 1.
D’aprés la question précédente, E1 = Vect(u), ou :

(5)
()
On en déduit que
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3. D’aprés la formule du bindéme de Newton, on a :

N N
N N
S = = IR AR
> (1) -2(3)
k=0 k=0
o
4. Soit m = € F1. D’aprés la question précédente,
TN

€ F; tel que Zﬂ'k =1, il s’agit du
k=0

Il existe donc un unique vecteur m =

TN
vecteur vérifiant

1 (N
Vk € [0, N], kaN(k)

wetont zr 0= 4 (V) = (M) () (1)

1
La variable X, suit donc la loi binomiale de paramétres N et 3 et :

5. Puisque :

E(Xe) = N et v(xa) = Y

N
2 4’

6. On suppose que X suit la méme loi que X,,. Montrons par récurrence que pour
1
tout n € N, X, suit la loi binomiale de paramétre N et 3
Le résultat est vrai pour n = 0 par hypothése.

1
Soit n € N. On suppose que X,, suit la loi binomiale de paramétres N et 3 Cela

signifie que Y,, = m. Puisque 7 € Eq, Y,41 = AY,, = Am = 7 (le vecteur 7 est
vecteur propre associé a la valeur propre 1). Ainsi X,41 suit la loi binomiale de

paramétres N et > ce qui conclut la récurrence.

1
Si X suit la loi binomiale de paramétres N et 2 alors pour tout n € N, la variable
1
X, suit la loi binomiale de paramétres N et 5
Si le nombre initial de boules dans 'urne 1 suit la loi stationnaire (la loi binomiale

1
de paramétres N et 5), le nombre de boules dans I'urne 1 suivra encore cette loi &

chaque tour.



