BCPST 2 Jean-Baptiste Say Mathématiques -DM 7 a rendre le lundi 18 mars 2024

MCR 2021 - Equilibre de Hardy-Weinberg

Soient p1, pa2, p3 trois réels strictement positifs tels que p; + pa +ps = 1. On considére N variables aléatoires 11,..., Ty
indépendantes de méme loi donnée par :

() ={1,2,3}, P(T1=1)=p, P(T1=2)=ps, P(T1=3)=ps.

Cette suite permet de modéliser la répartition d’une population de N individus de type AA (type 1), aa (type 2) ou Aa
(type 3) en fonction de leur génotype a un locus génétique donné. Pour tout i € [1;3], on note N; la variable aléatoire
égale au nombre d’individus de type ¢. On a donc Ny + No + N3 = N.

1. Déterminer la loi de V7.
2. Donner, sans justification, 'espérance et la variance de Nj.

3. Soit (a,b) € R? tel que a < b. Exprimer la quantité
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sous forme d’une intégrale.

4. On considére la matrice W = < V() Cov(N1, N2)>

COV(NQ,Nl) V(NQ)
a. Justifier que W est une matrice diagonalisable.
b. Soit (a,b) € R%. Prouver que

wm+mpmww®,

ou lon a identifie M;(R) et R.
c. En déduire que les valeurs propres de W sont positives.
d. Prouver que les valeurs propres de W sont strictement positives.
e. En déduire 'existence de deux matrices P et D appartenant a Ma(R), telles que :

e D soit diagonale et inversible,
e P soit inversible d’inverse PT,
e W=PD*P1,

5. On note A = D~'P~! et on considére les variables aléatoires Y7, Y telles que :
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En déduire V(Y7), V(Y2) et Cov(Y1,Ya).

On admet que 'on a :

) = AW AT,

6. a. Déterminer la variance de Ny + Ns.
b. En déduire Cov(Ny, N2) la covariance de Ny et No.
c. Calculer I'inverse de W.

d. Déterminer AT A en fonction de W et en déduire que :
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