Mathématiques Corrigé des Oraux blancs G2E BCPST 2 J-B. Say

Exercice.

1. Montrons le résultat par récurrence.
+oo
Puisque l'intégrale de référence I'(1) = / et dt converge, la propriété est initialisée.
0
Soit n € N*. Supposons que I'(n) est une intégrale convergente. Une intégration par parties (les fonctions u : ¢
—e~tet vt t" sont C sur [0, +oo et Em uv = 0) montre que I'(n+1) converge et I'(n+1) = nI'(n). La propriété
o0
est donc héréditaire.

On en déduit qu'on que l'intégrale I'(n) converge pour tout n € N*.
2. D’aprés la question précédente : Vn € N*, I'(n 4+ 1) = nl.
Une récurrence rapide montre que : Vn € N*, I'(n) = (n — 1)!II'(1) = (n — 1)

3. La fonction f, est bien positive sur R et continue sur R* et R*, donc sur R sauf éventuellement en 0. D’aprés la
question 1, son intégrale sur R converge par linéarité et vaut :

“+o0o 1 +o0o 1 .
- lemtde = 1.
o r<n>/o ‘

La fonction f,, est donc bien une densité.

4. Soit x € R*.. Si Y suit la loi de Poisson de paramétre x, on a :

n—1 n—1 .’L’k
1-PY<n—1)=1-Y PY =k =1- e
k=0 k=0
n—1 ..k
On considére alors la fonction g, 1z —1— ) Ee_m. Elle est dérivable sur R’ et :
k=0 "+
n—1 n—1 k—1 n—1 n—2 n—1
/ _ &—x_ €z —Tr __ &—x_ £—$_ x —T __
Vo >0, gnl@) = re k—1)1° ~ L p© Z T¢ T mome @
k=0 k=1 k=0 =0
On a alors :
x xT x
V>0, P(X <a)= | fu(t)dt= / gu)dt = [gn(t)] = gnla) =1 -P(Y <n—1)
0 0
Exercice.

1. Supposons A admet une unique valeur propre A et que A # AI,,. Supposons par I’absurde que A est diagonalisable.
Il existerait alors une matrice inversible P telle que A = PAI,,P~! = \I,,, ce qui est absurde.

On en déduit donc que A n’est pas diagonalisable.
2. On distingue alors trois cas :

e Sia < 0, la matrice réelle A n’admet pas de valeur propre réelle, elle n’est donc pas diagonalisable dans M, (R).

e Sia > 0, la matrice réelle A admet deux valeurs propres distinctes (—y/a et /a). Puisque A est de taille 2, elle
est diagonalisable.

e Si a = 0, la matrice A admet une seule valeur propre : 0. Puisque A # 02, la matrice n’est pas diagonalisable
d’aprés la question 1.
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Exercice.

1. La linéarité ne pose aucun probléme. On pourrait raisonner sur le degré de ®(P) pour montrer que ®(P) € R3[X]
pour tout P € R3[X], mais étant donné la question suivante, il est plus efficace de calculer 'image de la base
canonique:

(1) =0, (X) =1-2X, ¢ (X?) =-2X> & (X*) = -3X>
On en déduit alors 'image de ® :
Im ® = Vect (®(1), ®(X), ® (X?),® (X?)) = Vect (1 — 2X, —2X>, —3X?) C R3[X].
On en déduit que @ est bien un endomorphisme de R3[X].

2. D’apres les calculs précédents, la matrice de ® dans la base canonique de R3[X] est :

0 1 0 0
0 -2 0 O
A= 0 0 -2 =3
0o 0 0 O

3. Les valeurs propres de ® sont celles de sa matrice A ; on peut les lire sur sa diagonale (A est triangulaire supérieure)
: 0 et -2.
Puisque rg(A) = 2 et rg(A + 21) = 2, dimKer A = 2 et dimKer(A + 214) = 2 d’aprés le théoréme du rang. On
en déduit alors que A - donc ® - est diagonalisable (la somme des dimensions de ses espaces propres est égal a
4 = dim R3[X].

4. L’endomorphisme ® n’est pas bijectif puisque 0 est valeur propre de ®.

Exercice.
2k:

1. Remarquons que : Vk € N, 3R T > 0. Soit N € N.

N k N k

2 1 2 1 1
S =52 (5) vtz
k=0 k=0 3
2k
Il existe donc bien une variable aléatoire discréte X a valeurs dans N telle que : Vk € N, P(X = k) = TRIT

2. Puisque ([X = k])gen forme un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales assure que :

+oo
VneN, P(Z=n)=> P(Z=n,X=k)
k=0

2’!’L
= Z 3n+2
k=0
27’1

3. Le théoréme du transfert nous ameéne a étudier la convergence (absolue) de la série > P(Z =n). Soit N € N.

neN +n
N N N n
1 2m 1 2 1 1 1
Z 14n ( n) 23n+2 92(3) Notoo 91 —2 3
n=0 n=0 n=0 9

On en déduit que S admet une espérance égale & 3
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Exercice.
1.
1 1 1 1 1 1
rgA(a) =rg [0 —-14+a —24+2a|=rg|0 —-14a —-2+2a] <3.
0 1—a 2—2a 0 0 0

La matrice A(a) n’est donc pas inversible.

x
2. Soit X = [y
z
(-1—a)z+y+az=0 r—2y+2=0
AX =3X & (x—2y+2=0 & (-1-2a)y+ (1+2a)z=0
ar+y+(—1—a)z=0 (14+2a)y+(—1—2a)z=0
1 1 1 2 1
Sia # —5 on trouve que E3 = Vect 1 .Sia= —5 on trouve que E3 = Vect 11,10
1 0 -1
1 0 1 1
3. On trouve que : A(a) [ 2] =(0] et A(a)| O | =(2—2a)| O
1 0 —1 —1
4. A(a) est symétrique réelle donc diagonalisable.
1
Sia= —g5,ona prouvé que 0 et 3 sont valeurs propres. On trouve que P~'A(a)P = D(a) oi1 :
2 1 1 3 00
P=[1 0 -2 etD(@=[0 30
0 -1 1 0 00

Sinon les réels 0, 3 et 2 — 2a sont valeurs propres de A (1). On trouve que P~1A(a)P = D(a) ot :

0

1
P=|[1 0 —2| et D)= 2
1

o O W

0

—2a 0

0 0
Exercice.

1.Mlya (27?) poignées différentes. Choisir une poignée contenant le numéro i € [1,n] revient a choisir les n — 1 boules
2n—1
( n—1 )
2n\
()

2. La covariance existe bien puisque X; et X; sont finies (et donc admettent une variance). D’aprés la formule de

Konig-Huygens, on a :
_ _ 2
G2)  (GEDY .
2n (Zn) St # J
n

restantes parmi les 2n — 1 boules. Ainsi la variable aléatoire X; suit la loi de Bernoulli de paramétre p; =

COV(XZ‘,X]‘) = E(XZX]) — E(Xl)E(X]) = ]P)(Xl = 1,Xj = 1) _pipj =

Calculer Cov(X;, X;) pour tous i et j compris entre 1 et n.

1 n
3. C’est du cours : la variable aléatoire Z suit la loi hypergéométrique de paramétres 2n, n et 35 Ainsi E(Z) = -
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Exercice.

t t
1. Soit = # 0. La fonction t — — est C! sur R. En posant v = —, on a dt = 2 du. Le théoréme de changement de
x x
variable assure alors que :

T 1
F(x) = / e dt = / e~ g du = xG(z).
0 0

2. Puisque la fonction f : ¢ — e~ est continue sur R, F' est dérivable sur R (en tant que primitive de f sur R).

X

On en déduit que G : = — est dérivable sur R* (par quotient) et :

dr e B, Gla) — FF @) —F(@) _ afx) ~ Pla)

2 2

3. Puisque la fonction f est strictement décroissante sur [0, +oo[, on a :
x
Ve >0, F(z) = / ft)ydt = zf(z), ie. G'(z) <0.
0

La fonction G est donc décroissante sur RY .

Puisque G(z) = G(—=) pour tout = € R, la fonction G est paire et ainsi croissante sur R* .

Exercice.

Soit (Xp)pen+ une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi telles que :
VEe N Xp(Q)={-1,1} et P(Xx =1) =p, oupe€|0,1].
On note, pour n entier naturel non nul, Y,, = kﬁl X}, ainsi que p, = P(Y,, = 1).
1. La loi de Y5 est donnée par :
P(Ya=1)=P(X1 =1, X, =1)+P(X; = -1, Xs = —1) =p* + (1 = p)> et P(Yo = —1) = 1 —p* — (1 — p)®
Puisque ([X3 = 1],[X3 = —1]) forme un systéme complet d’événement, on trouve que :

P(Y3=1)=P(Xs=1)P(Yo=1)+P(Xs=-1)P(Ya=—-1)=p*+p(1 —p)* + (1 —p) (L —p* — (1 —p)?).

2. Soit n € N. ([Xp41 = 1], [Xy41 = —1]) forme un systéme complet d’événement. La formule des probabilités totales
assure que :

VneN, p, =PY,41=1)=PXps1 =1D)PY,=1)+P( X1 =-1DPY,=-1)=2p—1)p, +1—p.
3. La suite (py,) est arithmético-géométrique. On trouve aprés calculs que :

1 1
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Exercice.

1. La matrice est inversible si, et seulement si, son déterminant est non nul, i.e. 22 — y? # 0.

2. Notons ¢ =1 — p.
D’aprés la question précédente, la probabilité que M soit inversible est égale a P(X?2 — Y2 £ 0) =1 -P(X =Y)
(puisque X et Y sont positives). La formule des probabilités totales, avec ([X = n|),en+ pour systéme complet,
assure que :

+oo +oo +oo +oo & 2
n=1 n=1 n=1 k=0

La probabilité que M soit inversible est donc égale a 1

Exercice.

1. Montrons le résultat par récurrence. La propriété est trivialement initialisée. Soit n € N. Supposons que u, > /n.
Ainsi u, > 0 et :

Uil = Vn+1+u, >vVn+1.
La propriété est donc héréditaire. Ainsi : Vn € N, wu, > /n.

2. Soitx > 0. Onaalors: (z+1)2—4r =22 —22+1=(r—1)2 >0, dott (x+1)? > 42. Puisque z > 0, z+1 > 2\/z.

1
On en déduit que : Vo > 0, \/ng;_ .

U
3. Montrons le résultat par récurrence. La propriété est trivialement initialisée. Soit n € N. Supposons que u,, < n—l—z—g.

U U

n+24+u, _n n
Un+1:\/n+1+un<f§§+l+§+2n+l =n+1+2n+1.

. , U
On a donc bien prouvé que : Vn € N, u, <n + iy

2n
4. Pour tout n € N*, on a :
Up—1 n—1 U
0< n2 S n2 n2on—1
Le théoréme d’encadrement de limites assure que :
_ Up—
lim n—; = 0.
n—+oo N
U 1 up— . . U
Pour tout n € N, — =/ — + n21. On en déduit que lim — = 0.
n n n n—+oo n
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Exercice.

1. Pour tout z > 0, on a :
+o0o
1-F(z)=P(X >z) = f(t)dt > 0.

T

2. La fonction g est nulle sur R* et positive sur R’ d’aprés la question précédente, donc positive sur R. Elle aussi
continue sur R sauf éventuellement en 0.

Soit A € R*. Les fonction 1 — F et t — In(1 — F(t)) sont C! sur [0, AJ.

A A
/‘Mmﬁ:/—J@mu—F@Mt
0 0

A _
= [0 reyma )] - [0 Fay

B,
:ﬂ—FM”mﬂ—FM»+A Ft)dt

A—+o00 x—0

+oo
Puisque lim F(A)=1et lim zlnz =0, on trouve que / g(t) dt converge et vaut 1.
0

3. Pour tout y € R, on a :
0 sty <0

PY <y)=PU > e V) =
( y) ( ) {1—6_)‘9 siy = 0.

La variable aléatoire Y suit donc la loi exponentielle de paramétre .

On vérifie sans probléme que la variable aléatoire Y vérifie les conditions énoncées dans le préambule de ’exercice.
Exercice.

1. On trouve immédiatement que Py =1 et :

P =(-1)° <2> (1-X%0x =2X,

1
3
1\k 20\ k y2—2k 2 2 2
Py=Y"(-1) <2k 1)(1 X2)kX22 = 3X2 - (1 - X?) =4X2 -1,

4 f
Py = —1)k 1— X2)Fx3-2F —4X3 _4X(1— X?) =8X3 — 4X.
=304 (g, a2 (1 - x?

2. Puisque :

L3

n+1 n—2k __ n
Pu(~X) = k:o(_l)k<2k - xrex =

L]

|3
|3

n+1 n—ok n
kzo(—1)’f <2k . 1) (1—-XxHkxn=2k — (—1)"P,.

On en déduit que P, a la méme parité que n.

n . ] . k[ ntl y2vkyn—2k oo (L) v
3. Pour tout k € [[O,L2H],le monodme de plus haut degré de (—1) <2k+l>(1 X)X est 2% 4+ 1 X",

On en déduit donc que le polynéme P, est de degré n et son coefficient dominant est égal & :

n+1) _ ’f n+1 :Til n+1 :li S A
2k +1 , 1 , 1 2 < ] ’
i=0 =0 i=0

i impair i pair

L5]

k=0
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Exercice.

1. Pour tout z € R, on a, par indépendance de X et Y :
P(Z < z2)=P(X < 2)P(Y < 2) = ®(2)*
La fonction ® étant C! sur R la fonction de répartition de Z l'est aussi. La variable aléatoire Z admet donc une
densité, égale a 2fP.

—+o00
2. On est amené a étudier la convergence absolue de lintégrale / 2z f(x)®(x)dz donc la convergence (sim-
—00

0 2z z2 oo 2z 22
ple) des intégrales / e 2 P(x)dx et / e 2 ®(x)dx. Par intégration par parties (les fonctions
0

—oo V27 V2m

_a? .
e~ 7 | et ® sont C! sur R et leur produit converge en +00), on trouve, sous réserve de convergence,

[+

que :

5l
§i
g

T <I>
+o0 1
e 202 dx oo =
77/0 oV 2r

1

too 2p 42 2 oo too g
e 2®(x)dx = |— - e dz
/0 V2T @) [ 27r (@ )L \/27r/
1
2
1
+

: W
5

oo 2 o2 1 1
- e 2 ®(x)dx et vaut — + —=

/ f
0 9g el 1 1

Oofe q’()d$etvaut—\/j+7

On en déduit que 'intégrale /
q g ) o

De la méme maniére, on peut montrer que l'intégrale /
On en déduit que Z admet une espérance, égale a :

2
E(Z)=—.
2=
Exercice.

1. On vérifie sans probléme la linéarité de T'.

Puisque dim F = dim R™, montrer la bijectivité de T revient a prouver son injectivité. Soit P € R, _1[X] tel que
T(P)=0. On en déduit que P admet n racines distinctes. Puisque deg P < n — 1, P est le polynéme nul.

L’application linéaire 1" est ainsi injective et donc un isomorphisme de E sur R”.
2. Par définition, T'(L;) = e;, i.e. Li(a;) =1 et Li(a;) = 0 si j # 1.

3. D’aprés la question précédente, L; admet n — 1 racines : ay,...,0;—1,@it1,- .., 0n. Puisque deg L; < n — 1, il existe

donc un réel A tel que :
Li=A\ H —aj)

J#z
Puisque L;(a;) = 1, on trouve que A = — et ainsi que : L; =\ [[ ——.
I1 (a: = ;) i
i J#i
J#i

4. Puisque la famille est de cardinal n = dim F, il suffit d’étudier sa liberté pour prouver que c’est une base de E. Soit
(A ...y \n) tel que A\j Ly + -+ + ALy, = 0. Pour tout ¢ € [1,n], on trouve que A\1Li(a;) + -+ + Ay Lp(a;) = 0, i.e.
Ai = 0. On en déduit donc que (L1, La, ..., L,) est une base de E.

Avec la méme idée (évaluation en tous les a;), on trouve que :

VPeE, P=>Y P(a)L;
=1
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Exercice.
1. Soit N € N.
al Y 14an an e+ et
PX=n)=Y "% =~ — .
Z ( n) Z 4n! Z n' Z n! N—+oo 4
n=0 n=0 n,
. . . s e+ e’ .
Puisque ([X = n))nen forme un systéme complet d’événements, on en déduit que =1,ie. a=1n(4—e).
2. Soit N € N.
N N N N— N-1
1 a" 1 1 1 a! e+ ae’
S nP(X =n 7§ § —7§jf -y — .
nzo‘n ( 4n:1 n:l - 4 = n! + 4 ot n! No+teo 4

e+ ae”
YR

La variable aléatoire positive X admet donc une espérance égale a

3. S(©2) = N. Puisque ([X = n])pen forme un systéme complet d’événements, la formule des probabilités totales assure
que la loi de S est donnée par :

—+00
=Y P(X=n,S=k)
n=0

:ZP(X:n,Y:k‘—n) car Y(2) =N

= P(X =n)P(Y =k — n) par indépendance de X et ¥

(M) (a

n=0

1 < [k
= T > <n> (1 +a™ +a" T + ak>
" n=0

~ 284 2(1 + a)k + 2Fa”
B 16k!
21+ a)k +28(1 + )
B 16k!

en appliquant 4 fois la formule du binéme

Exercice.

Supposons qu’il existe A € R et A = (a; j)1<ij<n € Mu(R) \ {0,,} tel que f(A) = A4, ie. AT =)\A.

On en déduit que, pour tout (i,5) € [1,n]?, aj; = Aai; = AM(Aa;;) = Aa;,;. Puisqu'il existe a; j # 0 (A # 0,), on en
déduit que A2 = 1,i.e. A =1o0u A = —1. Ainsi, les seules valeurs propres potentielles sont —1 et 1.

Réciproquement, les réels 1 et -1 sont valeurs propres de f et les espaces propres associés sont :
e l'espace des matrices symétriques Fy(f) = S,(R) = {4 € M, (R) | AT = A}

e l'espace des matrices anti-symétriques E_1(f) = A,(R) = {4 € M, (R) | AT = —A}.
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Exercice.
1. On remarque que X;(§2) = N*.
On note, pour tout k € N*, Fj, I’événement “on obtient face au k-éme lancer”.
Vke N, [ Xy =kl=(Fin---NFyNFrpq) U (FL NN EFp N Flgr).
Puisque cet événement est 'union d’événements disjoints et par indépendance des tirages, on obtient la loi de X :

VkeN*, P(Xy=k)=P(Fin- NF,NE1) +P(FL N NF N Fpq) = pFa + pg".

Soit N € N*.
- > S - al Pq pq P q
kP(X1=k)=> kpPq+ ) kpd®=pg> kp" ' +pg) ke — + =42
2 R S T
La variable aléatoire X7 admet donc une espérance et E(X;) = Py
p

2. Pour tout (i,) € (N*)? on a :
Xi=iNnXe=j4l=(Fn--NENFaN--NFEjNFyp)U(FEN--NFENFyn-NFyNFia)
Par le méme raisonnement qu’a la question 1, on trouve :
V(i,§) € (N*)?, P(X1 =i, X =j) =p/g" +pH¢
Puisque (X; = i);en+ forme un systéme complet d’événements, on a, d’apreés la formule des probabilités totales :

+00 +oo
VjieN, P(Xa=j)=> P(X1=i,Xa=j)=Y (¢ +p*'¢).

i=1 i=1
Puisque :
+o0 +o0o +o0 +oo
ijqz—l-l — p]—1q2 quz—l _ p]—1q2 ot ZPH-lqj — p2q3—1 sz—lq _ qu]—l7
i—1 i=1 i=1 =1
on trouve : Vj € N*, P(Xy = j) = p/~1¢? + pP¢ L.

3. P(X1=1,Xo=1) = pg®> + p’¢ = pq(p + q) = pq et P(X1 = 1)P(Xs = 1) = 2pq(p? + ¢*) Ainsi :

1
P(X1:l,ngl):P(X1:l)P(XQ:1)@2(p2+q2):1@4p2—4p+1:0<:)p:§.

1
On en déduit que X7 et Xo ne sont pas indépendantes si p # 5
Lorsque p = o on remarque aprés calculs que X7 et X5 sont indépendantes.

Exercice.
2
Puisque In(1 +u) = u— Y o (u?), on a:
u—0 2

(Hl)“’:ewm<u;> _ o(maere()) g kre(d),
X

Ainsi, puisque € —1 ~ u:
u—0

X
T <(1 + 1) — e> = z (elfi“(%) - e) = e (efiﬁ(%) — 1) ~ e <—1> ~ <
€ T——+00 T—~400 T—~400 20 ) z—+o0 2

1 x
On peut alors conclure que lim =z <<1 + > — e> = —g.
x

T—+00
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Exercice.

1. Pour tout k € N, P(X > k) = ¢* (on peut faire un calcul de somme par complémentaire ou bien voir que 1’événement
[X > k| se réalise, si et seulement si, on effectue k échecs consécutifs réalisés avec la probabilité q).
+o00

1
Puisque la série Z ¢* converge, on en déduit que Z P(X >k)=-=E(X).
keN k=0 p
2. a
VneN, Y P(X>k)=> (k+1)P(X > k) — kP(X > k)
k=0 k=0
=> (k+1)P(X >k) - > kP(X > k)
k=0 k=1
n+1 n
=> kP(X >k—1)=> kP(X > k)
k=1 k=0
=> k(P(X >k-1)-P(X > k) + (n+1)P(X >n)
k=1
=> kP(X =k)+ (n+1)P(X > n).
k=1
“+o0o
b. Puisque X admet une espérance, le reste Z kP(X = k) tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Or :
k=n+1
+oo +oo
0K+ DP(X >n)=m+1) Y PX=k< > kP(X=k).
k=n-+1 k=n+1
Le théoréme d’encadrement permet de conclure : Erf (n+1)P(X >n)=0.
On en déduit que si X est une variable aléatoire & valeurs dans N admettant une espérance, alors la série
Z P(X > k) converge et a pour somme F(X).
keN
Exercice.
1. Soit A € R.
-2 11 1 X 1 1 -\ 1
rg(A—-N3)=1g| 1 X 1 =rg |-\ 1 1 =1g |0 1-X 1+
0 0 1-2AX 0 0 1-2X 0 0 1—A

On en déduit que Sp(A) = {—1;1}. De plus :

. * rt+yt+z= T =—
Y EElﬁ{x—y—i—z:O Sr=y—2z et Y EE_1<:){ J @{ Y
z z z = z =
1 1 1
Ainsi F1 = Vect 11,12 et E_1 = Vect -1 . A est donc diagonalisable car dim £y + dim F_; = 3.
0 1 0

2. La matrice A est inversible car 0 n’est pas valeur propre de A.

3. Supposons par I’absurde qu’il existe deux entiers p et ¢ tels que AZPHT!T = 424,
Soit X un vecteur propre de A associé a la valeur propre —1.
Ainsi A?PHLX = (-1)%HX = —X et A2X = (—1)%9X = X. On en déduit que X = 0, ce qui est absurde.

Il n’est donc pas deux entiers p et ¢ tels que A%+ = A%,

10



