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1. La variable aléatoire Ny est égale au nombre de succés (“étre du type 17) lors de la répéti-
tion de N expériences indépendantes de Bernoulli de probabilité de succés p;. La variable
aléatoire Ny suit donc la loi binomiale B(N, p1).

Par le méme raisonnement, Ny (resp. N3) suit donc la loi binomiale B(N,p2) (resp.

B(vad))

2. Le cours donne directement que E(N1) = Np; et V(N1) = Np1(1 — py).
Ni — N

3. La variable aléatoire S R 4 est la variable aléatoire centrée réduite associée &
Npi(1—p1)

N1 qui suit une loi binomiale.
(a,b) e R tel que a < b :

i Ny — Npl
m Pla<
N—rtoo VNpi(1—p1)

Le théoréme de Moivre-Laplace assure que, pour tout

)/r T

4. a. Puisque Cov(N7, No) = Cov(Na, N1), la matrice W est symétrique réelle donc diago-
nalisable d’aprés le théoréme spectral.

b. Puisque Nj et Ny admettent une variance, aN; + bN, aussi et

V(aNy + bNo) = a® V(Ny) + 2ab Cov(Ny, Ny) + b? V(No)
= V(aN1) 4+ 2 Cov(aNy,bN3) + V(bN3)

D’autre part, on trouve que :

@ W (5) = 0 (Gemn e avin)

= a®> V(Ny) + 2ab Cov(Ny, Na) + b? V(Ny)
= V(aN1 + bNQ)

c. Soit A une valeur propre de W. Notons X = <Z> un vecteur propre de W associé a A.

(a b)W (Z) =X(a b) <‘g) = Aa? +b%) = \| X2

Puisque X est un vecteur propre, (a,b) # (0,0) et ainsi || X ||? # 0. D’aprés la question
précédente, on trouve que :

1

On en déduit que toutes les valeurs propres de W sont positives.

d. Supposons par I’absurde que 0 est valeur propre de W.

Notons X = un vecteur propre de W associé a 0. D’apres les calculs de la question

a
(5
précédente, V(aN1 + bN2) = 0. On en déduit que la variable aléatoire alN7 + bNs est
constante presque-siirement. Le couple (N7, N3) prend les valeurs (0,0), (0,1) et (1,0)
avec des probabilités non nulles donc la variable aléatoire aNy 4+ bINo prend les valeurs
0, a et b avec des probabilités non nulles. Puisque (a,b) # (0,0), la variable aléatoire
aN7 + bN, prend au moins deux valeurs distinctes, ce qui est absurde.

On en déduit que 0 n’est pas valeur propre de W et donc que W n’admet que des
valeurs propres strictement positives.
e. D’aprés la question 10.a, il existe une matrice orthogonale P € M3(R) (donc inversible
2) telles que W = PDP1,

VA0
0 Va

diagonale D est bien inversible puisque ses coefficients diagonaux sont non nuls.

= D. On en déduit donc que W = PD2P~1.

et vérifiant PT = P~1) et une matrice diagonale D =

0

D’aprés la question précédente, A > 0 et p > 0. Posons D = < > La matrice

On remarque que D?

5. Calculons AW AT .

AWAT = (D~'P~Y) (PD*PY) (D'PT)" = DP~' (PD™') = DD' = L.
On en déduit que V(Y7) = V(Y3) = 1 et Cov(Yy,Ys) = 0.
6. a. Puisque N1 + NQ =N — Ng, V(Nl + NQ) = V(N — Ng) = V(N3) = Npg(]. —pg)

b. Puisque Ny et Ny sont finies, (N1, N3) admet une covariance.

Puisque V(N1 + N3) = V(Ny) + 2 Cov(Ny, Na) + V(N2), il vient que :

Cov(Ny, Ny) = % (V(N1 4+ N2) — V(N1) — V(N2))
% (Np3(1 —p3) — Npi(1 —p1) — Np2(1 — p2))
= g (1 =p1 = p2)(p1 +p2) —p1(1 —p1) — p2(1 — p2))

= —Np1ps.
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c. Les valeurs propres de W sont non nulles donc la matrice W est inversible. Puisque On en déduit que :
W e M2(R), il vient que : ) ) )
_ p1p2(N — Np3)? + pap3(N1 — Np1)? + p1p3(Na — Npo)

Y +YS =
W= 1 ( V(N2) - COV(NlaN2)> rh Npipaps
V(N1) V(N2) — Cov(Ny, Na)? \ — Cov(N1, Na) V(M) _ (N—Np))? LW Np»)? Gl Nps)®
_ 1 <Np2(1 — p2) Np1p2 ) Np Npa Npy
N2p1pa(1 — p1)(1 — pa) — N2p2p3 Npip2 Npi(1—p1) .

! (Pz(l —p2) P2 )
Np1pap3 pP1p2 pi(l—p1))°
d. Calculons AT A :

1

ATA= (D'PTY (D7'PT) = PD2PT = PD2P~' = (PD*P ) =W

Calculons enfin Y + Y5 :

Y12 4 Y22

_(a N; — Np; TA N; — Np;
Ny — Nps Ny — Nps

N1 —Np
= (N, — Np; Noy— Npo) ATA ([}
( 1 Y4 2 p2) (Ng—Npg)

_ Nl—Npl
= (N;y— Np; Ny— Npo) WL
( 1 p1 2 Pz) <N2—Np2>

1 p2(1 —p2) P1p2 > <N1 - Np1)
= —— (N - N Ny — N

Npipaps (M bro p2) ( p1p2 p1(1—p1)) \N2 — Npo

1 P2(1—P2)(N1—Npl)-i-plpz(Nz—sz))

— (N\-Np. Na—N

Npi1paps ( ! P ? p2> <P1p2(N1 — Np1) +p1(1 —p1)(Na — Npo)
_ p2(1 = p2) (N1 — Np1)? + 2p1pa(N1 — Np1) (N2 — Npa) + p1(1 — p1) (N2 — Npo)?

Np1paps ’

On remarque que le double produit du carré (N; — Np; + Ny — Np2)? = (N — Np3)?

N — Np3)2+ S
est 2(N1 — Np1)(Ny — Npo). Ainsi Y2 + Y3 = p1p2( p3)° + ol
Np1pap3

S = (p2(1 — p2) — p1p2)(N1 — Np1)? 4+ (p1(1 — p1) — pip2)(No — Npo)?
= pop3(N1 — Np1)? + pip3(Ny — Npy)?.




