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Exercice 1 Ainsi :

1 N — sike[1,10]
1. Pui 0) =0, [y=0.]0 h=-——1| Soit k € [0,999]. E hant Vk € N, Ps(T)) = q 10
uisque y(0) n pose 1000 ol I ]. En approchan 0 sinon.
t —y(t —
y'(t) par w, on trouve que Y1 ~ Yk _ . On en déduit la rela-
. tet1 — tk h L+ try b. La relation de la question précédente est encore valide pour tout £ € N* lorsque le
tion de récurrence : . . . ) e .
gardien est ivre. En appliquant la formule des probabilités composées, on trouve
que :
Vk € [[0,999ﬂ, Yk+1 = Yk + m
kYk .
9 Vk e N PE(T’C) = P§<E1)P§QE1 (E2) o 'P?mEm---mEk,Q(Ekfl)IP%mEm---ﬁEk,l (Ek)
import matplotlib.pyplot as plt k—1
9 1
t y Y = [0] ) [0:' - TO E
h = 1/1000
for k in range(1000):
y-append(y[k] + h/(1+t[k]*y[k])) 2. On cherche a calculer Pr, (?) Puisque (S, ?) forme un systéme complet d’événements,
t.append(tlk] + h) la formule de Bayes assure que :
plt.plot(t,y)
plt.show() formule des probabilités totales assure que :
P, 6) = a7
xercice ’ P(S)Ps(T2) + P(S)P5(T>)
1. a. Puisque le gardien ne réutilise pas une clé déja utilisée lorsqu’il est sobre, il réalise _ % X %
; insi T 2.1 1 9
au plus 10 essais. Ainsi : 2xL4lxd
9
vk > 10, Ps(Ty) = 0. = .
‘ (T) ‘ 59

Soit k € [1,10]. Remarquons que :

o1 Exercice 3

Tk = ﬂ Ej QE. (*) . y . . )
j=1 1. Soit k£ € N*. Puisque X = F1 N ---N Fx_1 N Py, on trouve, par indépendance des

lancers, que :
En appliquant la formule des probabilités composées, on trouve que :

Ps(Ty) = Ps(E1)PsnE, (E2) - Psnp,n.-nEw_o (Ek—1)PsnE,n-nE,._, (Ek) Vk € N*, P(X}) = P(Fy)...P(Fy_1)P(Px) = p(1 —p)* .
9.8 9 (k—2) 1
109 100-(k—2) 10— (k—-1) 2. a. L’événement P, N P, N Y} o est impossible : puisque k + 2 > 3, il est impossible
9 8 11 -k 1 d’obtenir les deux premiers piles consécutifs aux tirages k+ 1 et k£ + 2 alors qu’on
“ 10" 9 X 12 — k x 11—k a obtenu pile aux deux premiers tirages. Ainsi :
1
=10 (en reconnaissant un produit télescopique). ‘]P’(Pl A Py Yera) — 0. ‘
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Sachant qu’on obtient face au premier lancer, réaliser ’événement Yy o revient a
réinitialiser ’expérience et & obtenir pour la premiére fois le deuxiéme pile consé-

Puisque la fonction R est continue sur R et qu’elle change de signe sur les inter-
valles | — 1,0[ et ]0, 1], elle admet donc (au moins) une racine dans chacun des ces

cutif en k + 1 tirages. Ainsi :

Py (Virz) = P(Yir):

Sachant qu’on obtient pile puis face aux deux premiers lancers,

I’événement Yo revient a réinitialiser I’expérience et a obtenir pour la premiére

fois le deuxiéme pile consécutif en k tirages. Ainsi :

‘PPsz (Yiq2) = P(Y). ‘

b. Les événements de la famille (Fy, P N Py, Py N F3) sont deux & deux disjoints. De

plus, on trouve que leur réunion constitue l'univers :

FRUPNPR)UPINE)=FUPN(RUER)=FRUP=Q

On en déduit que la famille (Fy, Py N Py, P; N Fy) constitue un systéme complet
d’événements. D’apreés la formule des probabilités totales, on a, pour tout entier

k e N*
P(Yy+2)
= P(Fl n Yk+2) —+ P(Pl NPN Yk+2) -+ ]P)(Pl Nk N Yk+2)
=P(F1)Pp, (Yiy2) +P(PL N F2)Ppap, (Yig2)

= P(F1)P(Yit1) + P(P1)P(F2)Pp np, (Yite) par indépendance des lancers

=[(1=p)P(Vis1) +p(1 - p)P(VR). |

3. a. Le discriminant A du polynéme R = X? — (1 —p)X — p(1 — p) est :
A=(1-p?+4p(1—p)>0 (car0<p<1)
On en déduit que le polynéme R admet deux racines distinctes :

_1—p—\/Z<
N 2

_1-p+VA

T1 D)

T2

b. Evaluons le polynéme R = X2 — (1 —p)X —p(1 —p)en —1,0et 1 :
R(1)=1-(1—-p)—p(l—p)=p*>0
R(0) = —p(1-p) <0
R(-1)=1+4+(1—-p)—pl—p)=1+(p—1)*>0.

intervalles d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. On en déduit donc que

(11 €] -1, et rp €] - 1,1 |

c. Puisque R est un polynoéme unitaire, qu’il admet deux racines distinctes et qu’il
est de degré 2, on peut le factoriser entiérement :

R:(X—?"l)(X—’l"Q):Xz—(T’l-l-’f'Q)X—f—T'l’f’Q.

Par identification, on trouve que :

‘r1+7n2:1—pet 7‘17“2:*]9(1*17)‘

4. D’aprés la question 2, la suite (P(Yy)), - est récurrente linéaire d’ordre 2. Son équa-
tion caractéristique associée est 72 — (1 — p)r — p(1 — p) = 0 qui admet 71 et ro pour
solution (d’aprés la question 3). On en déduit donc que :

I\, p) € R, Vk € N*, P(Y) = Ar¥ + prh.

5. L’événement Y; est impossible donc P(Y;) = 0. Puisque Y3 = P; N Py, on trouve par
indépendance des lancers que P(Y3) = p%. On en déduit donc que :

‘)\7“1 + ure = P(Y1) =0et )\T% +M7“§ = ]P’(YQ) :pQ.

Puisque r; et ro sont racines de R, on a :
rf = (1—p)r1+p(l—p)et ry=(1—p)r2+p(l—p).
On en déduit donc que :

p* = \rf + pr}
= (L—p)(Ar1 + pr2) + p(1 — p) (A + )
=p(1=p)(A+ p).

On en déduit donc que :

Puisque 1 + ro =1 — p, il vient que :

Arg +pry = A((1=p) = r1) + p((1 —p) —r2) = (1 = p)(A + p) — (Ary +,u7'2):p.‘
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6. Soit N € N*. Puisque 7, €] — 1,1] et ro €] — 1,1[ les séries géométriques dérivées 3 kri—! et
kN~
N > kr];*l sont convergentes. On en déduit que la série Y, kP(Y)) converge par

N N
Z}P’(Yk) =A Z ¥+ MZ s kEN* kEN*
=1 k=1 k=1

. linéarité, et :

N N
Y e B N T e Y- I N - N -
( 2 ) 2 ST KPR = Ar S A s 3 k!
k=1 k=1 k=1

N N
RIS ST 31 L
k=0 k=0 (1—71) (1—=72)

_ Ari(1—19)% + pro(1 —1q)?

Puisque 71 €] — 1,1[ et ro €] — 1,1[ les séries géométriques > r¥ et > 75 sont con- 2
keN kEN [(1=r1) (1 —ry)]
vergentes. On en déduit que la série Y P(Y}) converge par linéarité et : (Ary + pre) — 2rire (A + p) + rira(Arg + pry)
k- N* =
[S p4

400 +oo “+o0 _ 2p2 _p2(1 _p)

SPM) = k) 4 AS S e B

k=1 k=0 Z:o 11y

=—(\ - 2
Wtw ot p

P AL —ra) 4 p(l—71)
+
T
P A+ — (Arg 4 pry)
1—p 1—(ri+re)+mrre

1. Les fonctions cos et sin sont définies sur R. Puisque :

l-p 1-(QQ-p)—p(1-p) sinz =0« 3k €Z, © =k,
I Y el U ) o
1—p p*(1—p) la fonction cot = —— est définie sur D = R\ {km, k € Z}. La fonction cot est dérivable
sin
p 1 T
= - + sur D donc sur }0, - { ar théorémes opératoires et :
1—p p*(1-p) 2P P

I
-]

. 2 2
T —sin“ x — cos 1
Vxe}O,f[,cot’(x): — =-————<0.
. , . . e T 2 sin” sin® x
On en déduit qu’on obtient presque-stirement la série “pile-pile”.
T
7. Soit N € N*. La fonction cot est donc strictement décroissante sur }0, 5 { Puisque la fonc-
T
N N N N N tion cot est aussi continue sur }O, 5 {, le théoréme de la bijection assure que
_ k k_ k—1 k—1 T
; KP(Yy) = A ; kry + M}; hry = A ; fry " A s ; kg la fonction cot réalise une bijection entre }O, 5 [ et ]lim cot, lir+n cot[=]0, +o0].
= = = = = s 0
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2. Soit o € R. Alors, d’aprés la formule de Moivre, on a :

sin ((2n + 1)a) = Im ( z<2n+1>a)
(

|
—
B
—~
o
@}
w0
Q
+
B
2
[=}
Q2
~—
N
3
+
=
SN—

En séparant les termes de rangs pairs et impairs de la somme S de la question précé-
dente, on trouve que :

2n+1
2n+1 [ 2n+1—€ . Y4
(cos ) (sin @)

£=0

¢
2n+1
( et ) (cos )" 172 (sin o)

= 2 (T
k=0
"L /on+1 N
+Z (QZIJ 241 (cos ) 2T R (i o) 2R
k=0
" (on+1 1
Z n (cos a)*™ 12 (sin ) 2
2k
k=0
" (2n+1 o
+i > (221 1) (cos )*™%F (sin o) 2P+ 1,

Puisque ces deux derniéres sommes sont & valeurs réelles, on peut identifier la partie
imaginaire de S :

" <2n—l—1

sin ((2n + 1) Z ) D* (cos a)®™ 2 (sin )2+
r 2k +1

3. Soit a € R tel que o # 0 [7]. Remarquons que sin« # 0.

. - 2n+1 2n—2 . 2k4+1
sin ((2n + 1)a) :kZ:O <2k+1)(—1)k(cosa) ¥ (sin o) 2R

— (Sina)2n+1 i(_l)k (;Z + 1) (COS a)?(n—k) (sin a)—Q(n—k)
k=0 +

n—k
2n+1 cos? o
2n+1 k
(sina) Z <2k+1> (smza>
2n —+ 1 n—k
2n+1 k;
(sina) Z <2k N 1) 2 0)

=| (sina)®*! P (cot? o

km
CPSEE Pour tout k € [1,n], sin((2n+1)8x) =0

et sin B, # 0. D’aprés la question précédente, on a : Vk € [1,n], P(cot? ;) = 0.

4. Posons, pour tout k € [1,n], B =

On peut montrer que la fonction cot? est strictement décroissante donc injective sur
m . . P . 2
}0, 5[ (intervalle auquel appartiennent tous les ). Ainsi, les réels (cot® Bi)i<k<n

sont deux & deux distincts. On a donc trouvé n racines distinctes de P.

5. On a trouvé n racines distinctes du polynéme P. Puisque P est un polynéme de degré
n, on a trouvé toutes les racines de P.

Le coefficient dominant de P étant égal & (2n + 1), on en déduit une factorisation de
P dans R[X] (puisque toutes ses racines sont simples) :

P=(2n+1) (X—cot2< i ))
Pt 2n+1

Exercice 5

1
1. Remarquons que : Vn € N*, an = exp ( ln(a)). Puisque €* = 14 = + 0,0(x) et
n

lim —In(a) =0, on trouve, par compositions de limites, que :

n—-+oo n
1 In(a 1
at =14 20 + 0n—too <>
n n
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2. Par le méme argument, on trouve que :

1 In(b 1
bﬁ:]_—‘r n()+0n*>+oo <n>

n

Ainsi :

(1 . ln(a);;lln(b) o (i»n

OB

a%+b% "
2

n

In <\/ ab) 1
=exp (nln |1+ — + On—400 ()
n

In (\/%)
Puisque lim =0etIn(l+u) ~ u,on trouve que :
n—-+oo n u—0
nln |1+ ———= +0p— 10 <> ~ nXx ——=>= ~ ln(\/%).
n n n—-+oo n n—-+oo

On en déduit que :




