Mathématiques

Eléments propres d’un endomorphisme

BCPST 2 J-B. Say

1 Eléments propres d’un endomorphisme

Exercice 1. ©

[Corrigé| vy
Soit £ = RN I’espace vectoriel des suites réelles.
A toute suite u € E, on associe la suite v = f(u) définie par :

Vn €N, v, = upy1.

Déterminer les valeurs propres ainsi que les sous-espaces propres associés de ’endomorphisme
f ainsi défini :
f: E —
u = f(u).

Exercice 2. Exercice théorique ¢

[Corrigé| v

Soit w un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E.

1. Montrer que si A € Sp(u), alors A? € Sp (u?).

Généraliser le résultat.

2. Soit p € N*. Montrer que si 0 € Sp (u?), alors 0 € Sp(u).

1
3. Montrer que si a est un automorphisme de E, Sp (a™') = {)\ eK|Xe Sp(a)}.

4. Soient a un automorphisme de F et v =aouoa™".

Comparer les spectres et les espaces propres de u et v.

Exercice 3. Q

[Corrigé| Y%k
A tout polynome P € R[X], on associe le polynéme @Q = f(P) défini par :

Q=(X-1)(X—2)P —2XP.
1. Montrer que f est un endomorphisme de R[X].

2. Montrer que si P est un vecteur propre de f, alors deg(P) = 2.

Indication : on pourra considérer le mondme de plus haut degré de P.

3. Déterminer les valeurs propres et espaces propres associés de f.

On pourra développer le polynéome (X +2)(X + 3)(X +4).

2 Eléments propres d’une matrice

Exercice 4. ©

[Corrigé] v

Montrer que la matrice A = <2 1

0 2) € M, (C) n’est pas diagonalisable.

Exercice 5. © [Corrigé] *vcvr
Pour chacune des matrices suivantes, déterminer leurs éléments propres (valeurs propres et
bases des espaces propres) et vérifier si elles sont diagonalisables dans M,,(R) ou M,,(C).

Pour chaque matrice diagonalisable A, on déterminera une relation de similitude A = PDP~!
oul D est une matrice diagonale et P une matrice inversible.

—6

—6

-2 0 1 -1 5
Al:(o 1) A2:(1 1) A3:(3

2 -1 6 2 11
SRl C N N )
01 0 101 101
Ar=(0 0 1 Ag=1{0 1 0 Ag={0 1 0
100 111 11 3
3.0 1 1 -2 2 2 -1 -1
Ap=(-1 2 -1 An=|-2 1 2] Ap=[2 1 -2
~2 0 0 -2 -2 5 3 -1 -2

Exercice 6. Etude de suites mutuellement récurrentes

[Corrigé]| ¥y
) . . 7T 2

1. Déterminer les éléments propres de A = | 4 01)

2. En déduire une expression de A™ en fonction de n € N.

3. Soient (un)nen et (Un)nen les suites définies par ug = vg =1 et :

Un+1 = —4uy, + v,

a. Pour tout n € N, on pose X,, = <Z”>.
n
Exprimer pour tout n € N, X, ;7 en fonction de X,,.
b. En déduire, pour tout n € N, un expression de X,, en fonction de A et Xj.
¢. En déduire une expression de u,, et v, en fonction de n € N.
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Exercice 7. Suite récurrente linéaire d’ordre 3 O

On consideére la suite (u,,)nen définie par ug =0, ug =1, ug =2 et :

Exercice 8. Réduction d’une matrice 4 paramétre

1.

2.

Vn € N, Up+3 = 6’U,n+2 — 11un+1 + 6’Um

0o 1 0
. Déterminer les valeurs propresde A= [0 0 1
6 —11 6

Déterminer une matrice inversible P telle que P~'AP soit diagonale.
En déduire A™ pour tout n € N.

Un

. Pour tout n € N, on note X,, = | up41

Un+2
a. Déterminer, pour tout n € N, une relation liant X,,41 et X,.
b. Exprimer, pour tout n € N, X, en fonction de Xj.

c. En déduire une expression de u,, en fonction de n € N.

1
1 a) ou a est un nombre complexe fixé.

Déterminer les éléments propres de A = (a

Calculer, pour tout n € N, A™.

3 Problémes

Exercice 9. Q

Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 3 et E = R,,[X].

Pour tout P € E, on pose :

AN B

f(P)=(X?+1)P" -2XP
Montrer que f est un endomorphisme de E et écrire sa matrice dans la base canonique.
En déduire ’ensemble des valeurs propres de f.
Mountrer que Ker(f) est contenu dans R3[X] et en déterminer une base.
Déterminer Ker(f + 21dg). On pourra montrer que Ker(f +21dg) C Ro[X].

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

[Corrigé| Yk

[Corrigé]| Yk *k

[Corrigé] %% ¢ Exercice 10. Systéme différentiel O [Corrigé] ¥

On cherche les couples (z,y) de fonctions définies et dérivables sur R vérifiant le systéme

différentiel :
' =x—3y
(5) ., _
y =2x — 4y

Pour un tel couple de fonctions, on introduit la fonction X définie sur R par :
X: R — R2
w(t))
t
<y(t)

1. Montrer qu'’il existe une matrice A € M3(R) telle que :
(z,y) est solution de (S) & Vit € R, X'(t) = AX(t).

2. Montrer que A est diagonalisable et 1’écrire sous la forme PDP~! ot D est une matrice
diagonale.

3. En posant Y = P~' X, montrer que :

X' =AX &Y' =DY.

4. En déduire ’ensemble des solutions du systéme différentiel.
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Corrigé de I’exercice 1. [Enoncé]

Soient u € F et A € R.

flu) = u<eVneN, upr1 = Auy,

& u est géométrique de raison .

Pour tout A € R, la suite (A\"), o est géométrique de raison A et non nulle.
On en déduit que :

o tout réel est valeur propre de f, i.e. Sp(f) =R ;

e pour tout A, I'espace propre E) de f associé & la valeur propre A est ’ensemble des 4,

suites géométriques de raison .
Corrigé de l’exercice 2. [Enoncé|

1. Soit A € Sp(u) (i.e. A une valeur propre de u). Il existe un vecteur non nul x € E tel que
u(z) = Az. On en déduit que u(u(z)) = u (A\z) = Au(z) = Az, ie. u?(z) = \2x. Puisque
x # 0, A\? est une valeur propre de u? (associé¢ au vecteur propre z), i.e. A2 € Sp (u2)

On peut méme montrer par récurrence que :
Vn e N*, u"™(z) = \"z.
Puisque = # 0, A\™ € Sp(u™). Ainsi :

A €Sp(u) =VneN, A" e€Sp(u").

Corrigé de ’exercice 3.

1 1
Réciproquement, soit pu € { eK|Xe Sp(a)}. Il existe A € Sp(a) tel que p = —. 1l

A A
existe donc un vecteur x # O tel que a(x) = Az. En composant par a~' puis en divisant

1
= —z. On en déduit

par A (# 0 puisque a est un automorphisme), on trouve que a~!(x) 3

que p est une valeur propre de a™*, i.e. p € Sp (a7t).

On en déduit donc que l'inclusion réciproque et ainsi que :
1 1
Sp(a') = XEK\)\ESp(a) .

Montrons que Sp(u) = Sp(v) par double inclusion.
Soit A € Sp(u). Il existe € E\ {0g} tel que u(z) = Ax. On pose y = a(z).

v(y) =aouoa (y) =aou(r) =a(\r) = a(z) = \y.

Puisque a est un automorphisme et = est non nul, y est aussi non nul. On en déduit ainsi
que A est un vecteur propre de v et ainsi Sp(u) C Sp(v).

Remarquons que u = a~! owv o a. Ainsi par symétrie des roles de u et v, on obtient

Sp(v) C Sp(u) et ainsi Sp(u) = Sp(v).

En reprenant le raisonnement précédent, on montre de la méme maniére que :

VA € Sp(v), Ex(v) = a(Ex(u)).

[Enoncé]

A tout polynéme P € R[X], on associe le polynéme Q = f(P) défini par :

2. Supposons que 0 € Sp (uP).

Raisonnons par absurde et supposons que 0 ¢ Sp(u). On en déduit que u est une ap-
plication injective puis que u? est injective (par composition d’applications injectives), ce
qui contredit le fait que 0 est une valeur propre de uP.

On en déduit que 0 € Sp(u).

2.

3. Montrons le résultat par double inclusion.
Soit p € Sp (a‘l). Il existe donc un vecteur non nul z € E tel que a~!(x) = px. Puisque
a~! est un automorphisme (puisque a est), p # 0. Ainsi, a (a7 (z)) = a(uz), i.e. z =
1 1 1
pa(x) ou encore a(x) = —z. Puisque  # O, — € Sp(a), i.e. p € {)\ eK|Xe Sp(a)}.
1 [
Ainsi :

Sp(at) C {i ceK|Xe Sp(a)}

1.

Q= (X —-1)(X —2)P' —2XP,

La linéarité de f ne pose aucune difficulté. Puisque f(P) € R[X] pour tout P € R[X], f
est un endomorphisme de R[X].

Soient A € R et P € R[X]\ {0}.
f(P)=XAP& (X -1)(X-2)P —2XP=) P& (X-1)(X-2)P =02X+NP. (1)

Notons a, X" le mondéme de plus haut degré de P (a,, # 0). Le monoéme de plus haut
degré de :

o (X —1)(X —2)P est napnXnt1

e (2X + \)P est 2a, X"t
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Alinsi, si P est un vecteur propre de f, na,+1 = 2a,41 d’aprés ’égalité (1), i.e. n =2 car
ans1 # 0.
On en déduit que si P est un vecteur propre de f, deg(P) = 2.

3. e Premiére méthode.
Soit (a,b,c) € R* x R? et A € R. Posons P = aX? + bX + c.

f(P)=AP & (X —1)(X —2)(2aX +b) = (2X + \)(aX? +bX +¢)
b—6a=2b+ a)

& da—3b=2c+ \b
2b = Ac
da—B3+A)b—2c=0

20— Ac=0
QN)ec=0

(apres développement et identification)

ot QA) = A2 4+ 9\ + 26X + 24 = (A + 2)(A + 3)(A +4). On en déduit
que Sp(f) = {-2,-3,—4}, puis, aprés calculs, que E_o(f) = Vect ((X —2)?),
E_3(f) = Vect (X — 1)(X —2)) et E_4(f) = Vect ((X —1)?).

e Seconde méthode. Soit P un vecteur propre de f associé a une valeur propre A.
Puisque (X —1)(X —2)P’ = (2X + )P, distinguons les valeurs de A :

—Si A= -2 ona (X —-2)P = 2P. 1l existe donc (a,b) € R? tel que
P = (X — 2)(aX + b) puisque P(2) = 0. On trouve aprés calculs que
f(P)=—2P < b= —2a. Ainsi P = a(X — 2)2.

On vérifie sans difficulté que (X — 2)? est un vecteur propre de f associé a la
valeur propre 2, garantissant ainsi que F_s(f) = Vect ((X - 2)2).

— SiA=—4,ona(X—1)P' = 2P. Par un raisonnement analogue a ce qui précede,
on trouve E_4(f) = Vect (X —1)?).

- Si A ¢ {-2,-4}, P(1) = P(2) = 0. 1l existe donc a € R tel que
P = a(X — 1)(X — 2). On vérifie sans difficulté que (X — 1)(X — 2) est
un vecteur propre de f associé & la valeur propre —3. On en déduit que
E_(f) = Vect (X — 1)(X - 2)).

La distinction sur les valeurs de A permet de conclure sur le spectre de f :

Sp(f) = {_2’ -3, _4}'

Corrigé de I’exercice 4. [Enoncé]
La matrice A étant triangulaire (supérieure), on peut lire son spectre sur sa diagonale :

Sp(A) = {2}. Supposons que A soit diagonalisable. Il existe alors une matrice inversible

Corrigé de ’exercice 5.

P € M5(R) telle que :

(2 0\ o1
A_P(O 2)13 =20,

ce qui est absurde.
La matrice A n’est donc pas diagonalisable.

[Enoncé]

1. On trouve Sp(A;) = {—2;1} et :

F_y (Ay) = Vect ((3)) ot By (A1) = Vect ((2)) .

La matrice A; est diagonalisable car déja diagonale. On trouve A; = PDP~! ot :

1 0 0 1
p(5 %) r-(2 1),

. On trouve Spr(42) = 0 et Spe(A42) = {1 + 41 —i}. La matrice Ay n’est donc pas

diagonalisable dans M2 (R). En tant que matrice de M2(C), on trouve :

Fr_i (As) = Vect ((7)) ot E1ys (As) = Vect (G)) .

La matrice Ay € M2(C) est diagonalisable car elle admet deux valeurs propres distinctes.
On trouve Ay = PDP~! ot :

1—i 0 i
D‘(o 1+i)etp_<1 1)'

. On trouve Sp(A3) = {3; —4} et :

a (aa) = Veet ( (7)) et B ) = veer ((3)).

La matrice Az € M5(C) est diagonalisable car elle admet deux valeurs propres distinctes.
On trouve A3 = PDP~! ot :

3 0 3 2
b (2 ) ur(22)
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4. On trouve Sp(A4) = {3} et :

B3 (A4) = Vect ( (‘11»

Puisque dim E3 (44) = 1 # 2(dimR? = dim C?), la matrice Ay € M3(C) est n’est pas
diagonalisable dans Mz (R) ou My(C).

5. On trouve Sp(As) = {4;5} et :

E, (As) = Vect ((‘f)) et B5 (As) = Vect ((‘f)) :

La matrice A5 € M2(C) est diagonalisable car elle admet deux valeurs propres distinctes.
On trouve As = PDP~! ot :

4 0 -1 -2
b (1 Y ur(7 2).
6. On trouve Spg(A4g) = 0 et Spe(Ag) = {i; —i}. La matrice A5 n’est donc pas diagonalisable
dans M3(R). En tant que matrice de M5 (C), on trouve :

E; (Ag) = Vect ((l i 1)) et E_; (Ag) = Vect <(erll>) :

La matrice Ag € M2(C) est diagonalisable car elle admet deux valeurs propres distinctes.
On trouve Ag = PDP~! ou :

i 0 1 -1
D<0 —i) etp<¢—1 i—i—l)'

7. On trouve Sp(A7) = {1,j7j2}, ouj= e, et
1 ] j2
E; (A7) = Vect 1 , Ej (A7) = Vect 52 , et Ej (A7) = Vect j
1 1 1

La matrice A7 n’est pas diagonalisable dans M3(R) mais dans M3(C) car elle admet trois
valeurs propres distinctes.

On trouve A7 = PDP~! ot :

15 j?
etP=[1 52
1 1 1

0
D = 0

O O =
O . O

j2

8. On trouve Sp(Ag) = {0;1;2} et :

1 1 1
Ey (Ag) = Vect 0 , E1 (Ag) = Vect -1 , et By (Ag) = Vect 0
-1 0 1

La matrice Ag est diagonalisable (dans M3(R)) car elle admet trois valeurs propres dis-
tinctes.

On trouve Ag = PDP~! ou :

0 0 O 1 1 1
D=0 1 0)JetP=|0 -1 0
0 0 2 -1 0 1
1
. On trouve Sp(Ag) = {1; 2 —v2:2+ \/i} et Fy (Ag) = Vect -1 , ainsi que :
0
—1—+2 ~1++2
E,_ /5 (Ag) = Vect 0 et By, /5 (Ag) = Vect 0
1 1

La matrice Agest diagonalisable (dans M3(R)) car elle admet trois valeurs propres dis-
tinctes.

On trouve A9 = PDP~! ot :

0 0 0 1 —1-v2 —1+V2
D=0 2-v2 0 et P= (-1 0 0
0 0 2++2 0 1 1
10. On trouve Sp(A1g) = {1;2} et :
-1 1 0
E1 (AlO) = Vect 1 et E2 (Alo) = Vect 0 s 1
2 -1 0

Puisque dim Ey (A19) + dim B3 (A19) = dimR?, la matrice Ajo est diagonalisable (dans
M3(R)). On trouve A;g = PDP~! ou :

1 00 -1 1 0
D=10 2 0)etP=]1 0 1
0 0 2 2 -1 0
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11. On trouve Sp(Ai1) = {1;3} et :

1 1 0
E1 (All) = Vect 1 et E3 (All) = Vect 0 s 1
1 1 1

Puisque dim E; (A11) + dim E3 (A;1) = dimR?, la matrice A;; est diagonalisable (dans

M3(R)). On trouve A;; = PDP~!

1 0 0 1 1 0
D=10 3 0] etP=|1 0 1
0 0 3 1 1 1
12. On trouve Sp(Ajz) = {1; -1} et :
1
E; (A1) = Vect et E_1 (Aj12) = Vect 1
2

Puisque dim E1 (Alg) + dlmE
(dans M3(R) ou M3(C)).

9) # dim R3, la matrice A, n’est pas diagonalisable

Corrigé de I’exercice 6. [Enoncé]

1. On trouve Sp(A4) = {3;5} et :

s (A) = Vect <(_12)> ot By (A) = Vect <(_11)> :

2. La matrice A est diagonalisable dans Ms(R) puisque A admet deux valeurs propres réelles
distinctes. On peut alors écrire A = PDP~!

30 1 1
b= (3 Ver-(1 L)
Montrons par récurrence que, pour tout n € N, A" = PD"P~1

Puisque PD'P~1 = I,
Soit n € N. Supposons que A" =

= A®, la propriété est initialisée.
rPD"pP—L,
= pp"tipt

A"l = AA™ = ppP'pD" P!

La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N, i.e. :

N £ A RS R U
Vn €N, A" =PD"P P<o s ) 7 T \axar—2x5n 2axar -5

Corrigé de l’exercice 7.

3. a. On trouve immédiatement que, pour tout n € N, X,,11 = AX,,.

b. On peut montrer par récurrence (& faire ) que, pour tout n € N, X,, = A" Xj.

3"+ 5" 1y (3 x5 —-2x3"
2x3"=5"J\1) \4x3"—-3x5")"

c. Pour tout n € N, on a:
Un) v [ 3" +2 x5
<vn>X"AXO<2><3"—2><5”

[Enonce]

1. Soit A € R. On trouve :

6 —11 6— A
rg(A—Al3) =12 |0 6 —AN24+6X-11],
0 0 P())

ott P(A) = —11X% + 6612 — 121X + 66 = —11(A — 1)(A — 2)(A — 3).

On en déduit que les valeurs propres de A sont 1, 2 et 3.

. La matrice A € M3(R) admet trois valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.

La détermination des espaces propres assure que :

D =P 'AP =

O O =

0 0
2 0),ouP=
0 3

==
N N

1
3
9

L’inversibilité de la matrice P est assurée par le fait que c’est une matrice de passage.

1 6 -5 1
. On trouve aprés calculs que P~' = - [ -6 8 -2
2 -3 1
On peut montrer par récurrence (a faire !) que, pour tout n € N, A" = PD"P~1,
Apres calculs, on trouve que :
6 —6.2" +2.3" —5+8.2" — 37+l 1 —2ntl 4 3n
VneN, A"==|6—-62"1 237 5897t _gnt2 1 _ont2 4 gntl
6 — 6'2n+2 + 2'3n+2 54 8'2n+2 _ 3n+3 1— 2n+3 + 3n+2

. a. Il vient immédiatement que, pour tout n € N, X,,,; = AX,,.

b. On peut montrer par récurrence (a faire !) que, pour tout n € N, X,, = A"X,.
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0

c. Puisque Xg = | 1], on trouve que :
2

(2n+2 _ 3n

~3).

N |

VneN, u, =

Corrigé de I’exercice 8. [Enoncé]

1. Soit A € C. On trouve que rg(A — Al2) =rg ((1) ?3_()3), ol

PN =1 (a-A?=~A—(a—DJA— (a+1).

On en déduit que Sp(4) = {a — 1,a + 1}.

On trouve aprés calculs : E,_; = Vect <(_11>> et Eq,y1 = Vect <(1>)

2. La matrice A est diagonalisable (dans Ms(C)) car elle admet deux valeurs propres dis-
tinctes (a — 1 # a + 1). D’aprés ce qui précéde, on peut écrire A = PDP~! o :

a—1 0 11
D<0 a+1>etp(—1 1)'

1 _
Un rapide calcul montre que P~! = 5 <1 11).

On peut montrer, aprés un rapide raisonnement par récurrence (a faire !), que, pour tout

n €N, A" = PD"P~1. Aprés calculs, on trouve :

Vn € N, A":1<
a

Corrigé de I’exercice 9. [Enoncé]

1. La linéarité de f ne pose aucune difficulté.

Soit P € E = R,[X]. On sait déja que f(P) est un polynome. Puisque deg2X P’ < n,
deg(X? + 1)P"” < n, on trouve que deg f(P) € E = R,[X]. On en déduit que f est un
endomorphisme de F.

Puisque f(1) =0, f(X)=—-2X et Vk € [2,n], f(X*) =k(k—3)X*+k(k—1)X*"2 la
matrice de f dans la base canonique de R, [X] est :

0 0 2
-2 0
—2 (0)
k(k—1)
A= 0
k(k — 3)
(0) n(n—1)
0
n(n —3)

2. La matrice A étant triangulaire supérieure, on peut lire son spectre sur la diagonale :

Remarquons que A admet n — 1 valeurs propres distinctes puisque la suite (k(k — 3))ren
est strictement croissante a partir du rang k = 2.

3. Remarquons que 0 n’apparait que deux fois sur la diagonale de A. Ainsi, rg(A) =
(n+1) — 2. D’aprés le théoréme du rang, on a :

dimKer f = dim Ker A = 2.

Soit P = a+bX+cX?+dX? € R3[X]. Lalecture de la matrice A montre que f(P) € R3[X]
et les coordonnées de f(P) dans la base (1, X, X2, X3) de R3[X] sont données par :

0 O 2 0 a 2¢

0 -2 0 6 b| | —2b+6d

0 0 -2 0 c| —2c ’
0 0 0 O d 0

ie. f(P)=2c+ (—2b+6d)X — 2cX2.
On en déduit que :

PeKerfo f(P)=0e =0 a0
—2b+6d =0 b=3d



Mathématiques Eléments propres d’un endomorphisme BCPST 2 J-B. Say

On en déduit que Ker f contient ’ensemble : Corrigé de I’exercice 10. [Enoncé]

{a+bX +cX? +dX® € R3[X] | c=0et b=3d} 1.
= {a+d(BX + X°) € Ra[X], (a,d) € R?}
= Vect(1,3X + X?).

Puisque les polynémes 1 et 3X + X3 sont non nuls et de degrés distincts, ils forment une &Vt eR, (
famille libre. L’ensemble Vect(1,3X + X?) est donc de dimension 2. Puisque Ker f est
. . . _ 3 _
aussi de dimension 2, Ker f = Vect(1,3X + X*). S VteR, X'(t) = AX(t) ot A = (; _i) .
4. Soit P =a+bX + cX? € Ry[X]. Puisque f(P) = 2c — 2bX — 2cX?,
2. On trouve que A admet deux valeurs propres distinctes (-1 et -2) donc A est diagonalisable.

PeKer(f+2Idg) ©a=—c L’étude des espaces propres permet d’écrire A = PDP~! :
On en déduit que : _ -1 0 _ 3 1
D ( 0 -2 et P 2 1)

{bX +c(X? —1) € Ry[X], (b,c) € R?} = Vect(X, X? — 1) C Ker(f +21dg).
3. Remarquons que Y/ = P~1 X’ (par linéarité de la dérivation). Ainsi :
Puisque les polynémes X et X2 — 1 sont non nuls et de degrés distincts, ils forment une

_ _ -1 “1yr _ -1 _
famille libre et donc une base de Vect(X, X2 —1). X' =AX & X'=PDP ' X <P X'=DP ' X&Y' =DY.
Remarquons que —2 n’apparait que deux fois sur la diagonale de A. Ainsi, rg(A+21,11) = u(t)

(n+1) — 2. D’apres le théoréme du rang, on a : 4. Notons Y : t <v(t)) Ainsi :
dimKer(f + 21d) = dimKer(A + 21,11 = 2. W — R
Y’:DY@{/_ @H(a,b)eRQ,VteR,{ -
Puisque Vect(X, X? — 1) est aussi de dimension 2, Ker(f 4+ 21d) = Vect(X, X2 —1). —2v u(t €

ae”t
5. On sait que : & 3(a,b) eR?, VEER, Y(t) = <be—2t> .

Z dim Ker(f — M dg,, [x]) < dim R, [X] =7+ 1. Puisque pour tout t € R, X(¢) = PY(¢), on trouve que :

AESp(f)

. . / 9 ae™t 3ae~t 4 be~ %
L’endomorphisme f admet deux valeurs propres (0 et -2) sont associées a des espaces pro- X'=AX & 3(a,b) e R, VL €R, X(t) =P be=2t ) = \ 206t + be—2t ) -
pres de dimension 2. Puisque f admet n—3 valeurs propres distinctes de 0 et -2, la somme
des dimensions des espaces propres de f est supérieure ou égale & 2+2+(n—3) =n+1. Ainsi, ’ensemble des solutions du systéme différentiel est :

On en déduit que la somme des dimensions des espaces propres de f est égale a la dimen- R R2
. . . . - 2
sion de R,,[X], et ainsi que f est diagonalisable. { t o (3aet +be 2, 2aet 4 be ) (a,b) eR } )

On pourra remarquer que la démonstration ci-dessus assure que les espaces propres asso-
ciés aux valeurs propres distinctes de 0 et -2 sont de dimension 1.
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