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1. Soient A € M,, ,(R) et B € M, 4(R). Soit (i,5) € [1,n]*

Par définition du produit matriciel, on a :

(AB)"), . = (AB)ji =Y AjuBri= Y (BT)in(A")k; = (BT A), ;.
k=1

k=1

Par conséquent, on a bien :

(AB)T = BT AT,

2. Si M est inversible, alors MM~! = I,,. En transposant et en utilisant la question
précédente, on obtient :
(M YHTmMT =1,.

Ainsi, (MT)=1 = (M~HT, ce qui montre que M7 est également inversible.

3. Soit A € M,, ,(R). Montrons que Ker(A) = Ker(AT A).
e Si X € Ker(A), alors AX = 0. En multipliant & gauche par AT, on obtient :
ATAX =0.

Donc X € Ker(AT A).
e Réciproquement, si X € Ker(AT A), alors ATAX = 0 et ainsi :

0=XTATAX = (AX)T(AX) = ||AX| 2.

On en déduit que AX =0, i.e. X € Ker(A).

Ainsi, | Ker(A) = Ker(AT A).

4. La matrice ATA est symétrique : (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Puisqu’elle est a
coefficients réels, la matrice AT A est diagonalisable en vertu du théoréme spectral.

5. On commence par déterminer A7 A:

2 -1 -1
ATA=1-1 2 -1
-1 -1 2

Aprés calculs, on trouve que Sp(AT A) = {0;3} et :

1 1 1
Ker(ATA) = Vect | |1 et  Ker(ATA—3I5)=Vect | [-1|,] 0],
1 0 ~1

6.

7.

Ainsi ATA=PDP!ou:

0 0 0 1 1 1
D=0 3 0 et P=|1 -1 0
0 0 3 1 0 -1

Par définition, la famille (C1,...
I'implication :

,Cp) est libre si, pour (x1,...,2,) € RP, on a

p
Zxk(]k =0=Vke [[l,p]], zr = 0.
k=1

T
Soit X =

Tp

€ Ker(A). Ainsi AX =0, ie. :

p
Z kak =0
k=1

Par liberté des colonnes de A, X = 0. On en déduit que | Ker(A) = {0}.

Ainsi Ker(ATA) = {0} d’aprés le résultat de la question 3. D’aprés le théoréme du
rang, et puisque ATA € M,(R) on a :

rg(ATA) = p — dimKer(AT A) = p.
On en déduit donc que AT A est inversible.

a. Puisque H = A(ATA)~1AT,

H? = A(ATA) T AT A(AT A1 AT = A(ATA)1AT = 1.
On a également (par symétrie et inversibilité de AT A) :
HT = (A(ATA) AT = A(ATA) AT = H.

b. e Montrons tout d’abord que Ker(H) C (Im(H))+.
Remarquons que H € M, (R). Soient X € Ker(H) et Y € Im(H). 1l existe
alors Z € M, 1(R) tel que Y = HZ.

(X,Y)=(X,HZ)=X"HZ =X"H"7Z = (HX)"Z = 0.

On en déduit que X est orthogonal & tout vecteur de (Im(H))* donc a
(Im(H))*. Ainsi Ker(H) C (Im(H))*.
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e D’aprés le théoréme du rang, dimKer(H) = n — dimIm(H). Or on sait que
dim(Im(H))* = n—dim Im(H). On en déduit donc que Ker(H) et (Im(H))*

sont de méme dimension.

Ker(H) = (Im(H))*.
c. o L’inclusion Ker(AT) C Ker(H) est évidente :

On a donc prouvé I'égalité :

X eKer(AT) = ATX = 0= A(ATA)'ATX =0= HX =0.
Soit X € Ker(H), i.e. A(ATA)~'ATX = 0. En multipliant & gauche par A7
on trouve que (ATA)(ATA)71ATX =0, ie. ATX =0,ie X € Ker(AT).
On a donc bien Ker(H) = Ker(AT).

e Linclusion Im(H) C Im(A) est évidente : si Y € Im(H), il existe
X € Mp1(R) tel que Y = HX = A(ATA)7'ATX = AZ € Im(A) ou
Z = (ATA)71ATX.

On obtient I’égalité de ces espaces vectoriels par argument de dimension. En
effet, d’aprés le théoréme du rang, on a :

n = dim Ker(H) + dim Im(H) = dim Ker(A”) 4 rg(AT).
Puisque Ker(H) = Ker(AT), on obtient :
dimIm(H) = rg(AT) = rg(A) = dim Im(A).

On en déduit que ‘ Im(H) = Im(A). ‘

8. La distance de B a Im(A) est définie par

d(B,Im(A)) = inf

B - AX|| = inf X).
ok IB-AX| = __inf /g(X)

IB—Y| = inf
X XeM, 1 (R)

eMyp1(R)

Puisque p est la projection orthogonale sur Im(A),
d(B,Im(A))* = |B = p(B)|* = |B - HB|]* = || B — AX|]* = ¢(X),

en posant X = (ATA)"1ATB.

On en déduit que la fonction g admet un minimum global en X.

Supposons que g admette un minimum global en un autre point X. En particulier

g(X) = g(X). Or :
9(X) = |B - AX]?
— (B-AX) + AX - X)|?
— (B - p(B)) + A(X - X)|?
— B - p(B)I? + AKX - X)),

10.

la derniére ligne étant obtenue par le théoréme de Pythagore car B — p(B) € Im(A)+
et A(X —X) € Im(A). On en déduit que g(X) = g(X) = g(X) + [[A(X — X)||* puis
que A(X — X) = 0. Puisque Ker(A) = {0}, X = X, prouvant l'unicité de X.

La fonction g admet donc un minimum global atteint en un unique point X.

. Si n = p, alors A est carrée et inversible (car Ker(A4) = {0} et A € M, (R) donc

rg(A) = n). La matrice AT est donc elle aussi inversible et :

X =A"1AT)1AT = A1 B,

ce qui est bien cohérent avec I'idée que la solution est donnée par la résolution du

systéme AX = B : g(X) =0 < g(X) pour tout X € M, 1(R).

On trouve :
ATA = B ﬂ ot (ATA)"! = % [_52 ‘22] .
On obtient : -
=5
* *



