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Méthodes de calcul et raisonnement — corrigé
Durée : 2 heures

Probléme 1 :

I. Résultats préliminaires

1. (a) Soit j € [0;p]. Alors d’ ¢ (P) 2 ! ! P
.la 01 j ,p . or une par . - = - - - = - .
i1+ jlp—)'14+5  (G+Dip— )
Et d’autre part ptl ! = (p+ 1) = P! .
g+ p+1  (G+DUp—5)! G+Dp—i)!

P 1 p+1 1
Donc T = . —_—.
i/ 147 J+1)p+1

(b) Soit j € [0;p — 1]. Alors

p P\ _ p! p!
(j + 1) * <]> G- -1 * jl(p —J)!

pl(p—7)

pl(j+1)
G+Dip—25)" G+ Dp—i)!
pl(p+1)
(J+ Dip —5)!
(p+1)!

G+ D' —35)!
p+1
j+1)

T = Ae Mgy ().

2. Une densité de X :

Fonction de répartition :

z = (1—e M) 1gs(z).

B(X) = % ot V(X) = %

1
3. (a) Soit un entier i > 2. La fonction ¢ — — est décroissante sur R, donc : Vt € [i — 1,i], - <
Comme t — — et t — — sont continues sur [i — 1, 4], on peut intégrer ces fonctions. On obtient
1 , .
. v s vodt vodt
par croissance de I'intégrale — <
i—1

1
?

| =

— < —, c’est-a-dire
i—1 1

1 /Z dt
- < —.
/) i—1 t

< —, ce qui donne

1
i+1dt 1
T
i t 7

1
(b) Soit n > 1. Alors In(n + 1) = In(n) + In (1 + >, donc

1
De méme, on a : Vt € [i,i + 1], :

In(n+1) _, In (1 + %)




par opérations sur les limites. Donc |In(n + 1) et In(n).
n oo

(c) L’encadrement de la question 3.a étant établi pour tout entier i > 2, on le somme pour i de 2
a n, ce qui donne par relation de Chasles

nlde K1 ndt
“ <Nz« | =
/2 t ;z \/1 t
En ajoutant 1 et en divisant par In(n) (strictement positif dés que n > 2) on obtient donc

1
In(n)’

In(n+1) In(2) 1 1 &
In(n) In(n) * In(n) S In(n) kz::l

<1+

e

In(n+1)
In(n)  n—otoo
droite de l’encadrement précédent tendent vers 1. Par théoréme des gendarmes, il s’ensuit

“1

D’apres la question précédente, 1, donc les membres de gauche et de

k=1

II. Quelques résultats autour de la loi exponentielle
4. Soit un réel x. Alors [X (1) > 7] = ﬂ [X; > z], donc l'indépendance de X7, ..., X, donne
i=1
i=1

Cependant, toutes les variables X; suivent la loi £(\), par conséquent

(efA:c)n _ efn/\x siz> 0
P<X(1)>$):{1 siz <0

Ainsi la fonction de répartition de X(y) est donnée par Fix () = (1— e ™)1+ (2). On reconnait
la fonction de répartition de la loi exponentielle £(nA). Or la fonction de répartition caractérise
la loi, donc | X3y ~ E(nA).

n
5. Pour tout réel z, on a [X(,) < 7] = ﬂ [X; < z] ce qui donne par indépendance des X; la fonction

de répartition de X, :
Fx,, (@) =[] Fx.(z) = Fx, ()" = (1 — e )" 1p+ (2).
On constate :

— par composition de fonctions C!, F X(n €St de classe C' sauf peut-étre en 0;

— lim(1 — e™**)" = 0 donc Fy, , est continue en 0.
z—0 (m)

Donc | X(,,) est une variable a densité.

d
En outre, P {(1 — e*)‘x)”} =nXe (1 —e )" donc une densité de X(n) est bien donnée par
T

T = nie (1 — e )" g (x).

“+oo
6. Préalablement, observons que pour tout réel p > 0, I'intégrale / xe " dx est convergente et
1 +o0 ’
vaut — . Pour le prouver, il suffit d’observer que / uxe H* dx est 'espérance d’une variable
I 0
1
aléatoire de loi £(u), donc est convergente et égale & —.
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Ensuite, espérance de X,y est donnée par 'intégrale suivante

“+o0o
I= / nize (1 — e )" ldg
0

sous réserve de convergence. Or par binéme de Newton :

—Ax(q _ —Aryn—1 _ —)\a:n_l n—1 1\ (p— AT\
e M1 —e ™) e My (=1 (e7™)

=0\ J
n—1 -1
= (n _ )(_1)je>\(1+j)x
=0\ J

Par linéarité de 'intégrale, l'intégrale I est donc convergente, I'espérance de X, existe et est
égale a

2_: (n — 1) 1)j /+oo xe—)\(l-&—j)m‘ dr
0

7=0

nl n—1 j 1
—jzon/\< i )(—1) 7(1_’_],)2)\2
I V(1Y
B Ajz:%(yﬂ) 1+

-1 1 1
en utilisant (n ) ) —_—= ( Z 1) (d’apres la question 1). On a donc bien
J

1% n \(=1)

p+1 D+ 1
7. (a) Par binéme de Newton, Z ( . >(_1)/€ =(1-1Pt =0
k=0

(b) On établit le résultat par récurrence sur p.
— Initialisation : pour p = 1, le résultat a prouver est

ce qui est vrai.
— Hérédité : supposons le résultat acquis pour un rang p € N* donné. Alors

p+1 — (p+1 17 [(p+1)(=1)P
Jz:%)(]—i-l)j—i-l ]0<]+1> —|—1+<p+1>p+1
. p P
> [(0)+ ()
(-1 =\ (=1 () (-1
1>3+1+.0 j>j+1+<p>l?+1
)5

— Y (p\ (=1)
1 +Z(j>j+l
B

M

hS]

par la question 2

-
2

D’une part, A = Z par hypothese de récurrence.
k= 1

N,
=

—|—ﬁ

T
=
~—~

J
j+1

<.
Il
o

—|—'U

A



D’autre part, en utilisant la premiére question :

Trris <j+1>(_1)
1 p+1 p+1
g (1)
1 (2 paa pt1
(B (2)er)

1

= T (0—1) par la question précédente

p+1\ (-1 &1 1 B ,
Finalement, on trouve bien E 1) = E z + E , ce qui conclut la
J
7=0

preuve de ’hérédité.

p—1 i p
—1) 1
— Conclusion : |Vp € N*, JE:O (j i 1) ( ) _ Z =

1 &1
8. D’apres les question 6 et 7, E(X(n)) =5 Z T
k=1
Mais d’apres la question 3.c, Z ol In(n).
n—-+0oo
In(n)

Donc E(X(n))

n—-+oo )\

. Soit n € N*. Alors
n+1

un+1—un:2%—lnn+ Z +In(n

k=1

1 1
= —In{1+—
n+1 n
1 1 1
= — l—ln<1+>
n 1—1-5 n
=)
n

l—i—x

pour g(z) = — In(1 + ). Calculons un développement limité en 0 de g.

22
g(x) =z (1 -z +o(z)) - (iv -5t 0(932))

2
2
x 2
=——+o(x
>+ ole?)
Donc g(z) ” ¢ ! ——0,onad !
onc g(z) ~ 5 omme P — on a donc |up4+1 — Up w Tl T2

Par conséquent u,, —un+1 est positif a partir d’un certain rang, et le théoréme de comparaison pour
les séries & termes positifs indique que les séries E (Up, — Up+1) €t E — sont de méme natures.
n

Cette derniere série est une série de référence convergente, donc E (Up — up+1) est convergente.

Par linéarité, Z(Unﬂ — uy) est convergente.

n—1

10. La série Z(Unﬂ — uy,) est télescopique, et Z(Ukﬂ — uj) = u, — u1. La convergence de la série

k=1
Z(UnH — uy) est donc équivalente a la convergence de la suite u. Donc |u est convergente.

4



ITI. Loi de Gumbel

11. Premiérement, la fonction exp étant positive et continue, f est également positive et continue.
“+o0o
Reste a prouver que / f est convergente et égale a 1.
—oo

Vérifions les hypothéses pour effectuer le changement de variable y = exp(—zx).
— 2 exp(—x) est de classe C! et strictement monotone, et on a dy = — exp(—z) dz;
— lim exp(—z) =+ocet lim exp(—z)=0.

r——00 r—+00

—+00
Donc / f est de méme nature, et en cas de convergence de méme valeur, que
—0o0

0 +o0o
/ (=) exp(—=Ay)dy = / Aexp(—Ay) dy.
“+o00 0

On reconnait l'intégrale de la densité de la loi £()), qui est donc convergente et égale a 1.

Conclusion : ’ f est densité de probabilité. ‘

12. Calculons la fonction de répartition Fy de Y. Pour tout réel x, on a

Fy(z) = P(Y < )
—P(— In X1 )
=P(lnX; > —x)
= P(X1 ) car exp croit strictement ;
—e e’ car X1 ~ E(N).

Il apparait que Fy est de classe C! sur R, donc Y admet une densité égale a Fy c’est-a-dire

x — Aexp(—z) exp[—Aexp(—x)]

Donc | Y = —1In X7 suit la loi de Gumbel. ‘

13. Soit x € R.
T
Pour tout n assez grand, 1+ — > 0, et
n

z\" T T
In|({1+— =nln(1+ — ~ n—==x
n n/ n—-+oc0 n

n n
donc In Kl + x) ] ——— z. Par composition de limites | lim (1 + x> = exp(x).
n n

n—-+o0o n—-+00

14. On a calculé a la question 5 la fonction de répartition de X, qui était (pour A =1)

= (1—e ") "1g+(z)

Mais pour tout réel z, on a P(X(,) —In(n) < x) = P(X(,) < x + In(n)). Donc la fonction de
répartition de X,y —In(n), que I'on notera Hy, est égale a

—T

— T nn n e "
Hy o (L—eMmyny o voo(@) = (1 - n) L= 1n(n),+o0[(Z)-

Or, pour un réel x donné :
n
—T
—e T
— €
n n—-+o0o

e
— d’une part (1 — par la question précédente,

— d’autre part 1[_i,(n) +o0[() = 1 pour tout n assez grand, car —In(n) ——— —o0.
’ n—-+00

e~ e~

DoncH()——>e . Mais x — e~

n—+oo
de la loi de Gumbel, qu’on avait trouvée a la question 12. C’est donc la fonction de répartition de

est (dans le cas ou A = 1) la fonction de répartition

Y. Par conséquent | (X(,,) — In(n)),en+ converge en loi vers Y.
(n)




Probléme 2 :

15. (BT, A") € M,,(R) x M, ,(R) donc les matrices (AB)T et BT AT sont toutes les deux de taille
(¢,n). De plus, pour tous i € [1;¢] et j € [1;n], on a :

p
[BTAT];; = > (B ik[A" Ik,

=1
p

= Z Aj kB
=1

= [ABl;;

= [(AB)"];

donc | BTAT = (AB)T.

16. Si M est inversible, alors la matrice M ! vérifie MM~ = M~'M = I,. En appliquant la
transposée et la question précédente, il vient (M~HTMT = MT(M~Y)T = I' = I,. Donc

MT est inversible, d’inverse (M ~1)T.

17. On va prouver le résultat par double inclusion.

— Soit X € Ker(A), c’est-a-dire X € M, 1(R) et AX =0.
En multipliant & gauche par AT, il vient ATAX = 0, donc X € Ker(A").
Donc Ker(A) € Ker(AT).

— Soit X € Ker(ATA), c’est-a-dire X € M,,;(R) et ATAX = 0.
En multpliant & gauche par X', il vient 0 = XTATAX = (AX)TAX.
Mais AX étant une matrice colonne, (AX)TAX = ||AX|%
Donc ||[AX|| =0, ce qui prouve AX = 0 donc X € Ker(A).
Donc Ker(ATA) € Ker(A).

Conclusion : | Ker(A) = Ker(AT A).

18. (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Donc A est symétrique, et elle est réelle, donc par théoréme spectral
AT A est diagonalisable.

2 -1 -1
19. ATA=|-1 2 —1/|.Soit A€ C. Alors A\ € Sp(AT A) si et seulement si rg(AT A — \I3) < 3.
-1 -1 2
2—XA -1 -1
ATA- A= -1 2-Xx -1
-1 -1 2-A
-1 -1 2-2A
fE -1 2—A -1 Ly <—>L3
2—-A -1 -1
-1 -1 2-X
fz 0 3—A -3+ A LQ(-LQ—Ll
0 A—3 3—4x+)? L3+ L3+ (2= \)Ly
-1 -1 2—-A
> 0 3—X =3+

0 0  —3A+ )\ L3+ L3+ Ly

donc A € Sp(A) si et seulement si A = 3 ou A2 — 3\ = 0, ce qui donne donc ’ Sp(A) = {0, 3}. ‘

-1 -1 2—A
Les opérations sur les lignes conservent le noyau, donc Ex(A) =Ker | 0 3—X =3+ A
0 0 —3x+A




20.

Pour A = 3, on a donc :

x
y| € E3(A) < z+y+2=0
z
1 1
donc | E3(A) =Vect [ [ =1],| O
0 -1
Et pour A\=0:
x
—r — 22=10
Yy GEg(A)<:>{ Toy+er
z y—=2=
= r=y=2
1
Donc | Eg(A) = Vect | 1
1

Par conséquent A = PDP~! pour les matrices suivantes :

0 00 1 1 1
D=0 3 0 et P=1]1 -1 0
0 0 3 1 0 -1
La famille (C1,...,C)) est libre si et seulement si le seul p-uplet (aq,...,q,) € RP qui vérifie
P
Z%‘Ci = 0 est le p-uplet (0,...,0).
x1
Cependant, pour tout vecteur colonne X = | : | € M, 1(R), ona AX = inCz
zp i=1
Par conséquent, la liberté de (C1,...,C)) signifie aussi que le seul vecteur X € M, 1(R) tel que

AX = 0 est le vecteur nul. Autrement dit, Ker(A) = {0}. Mais alors, d’aprés la question 17,
Ker(AT A) = {0}.
Or AT A est une matrice carrée, donc Ker(AT A) = {0} implique que ’ATA est inversible. ‘

21. (a) D’abord, H2 = A (AT A)"1ATA(ATA)~1AT = A(ATA)"'AT = H, donc
(S —

I

Ensuite, HT = [A(ATA)"1AT]"
= (AD)T[(ATA) 71T AT

= A[(ATA)T] AT

— A[AT(4A )}‘IAT

donc
(b) Soit X € Ker(H) et Y € Im(H).
Alors par définition HX = 0 et il existe U € M, 1(R) tel que Y = HU. Mais alors :
vV, X)=YTX
= (HU)'X
=U'HX
=0 car HX =0



22.

23.

24. On trouve ATA = (2 2) et (ATA)_1 = 1 < g _2>, donc | X = 2 <1>

Ainsi V(X,Y) € Ker(H) x Im(H), X LY. Par conséquent Ker(H) C (Im(H))> .
Cependant, on sait par le cours que dim ((Im(H))J‘) =n —dim(Im(H)) ; et par théoréme du
rang on sait aussi dim(Ker(H)) = n — dim(Im(H)). Ainsi

Ker(H) C (Im(H))*
dim(Ker(H)) = dim ((Im(H))*) < +o0

ce qui suffit pour conclure | Ker(H) = (Im(H))*.

(c) Soit X € My, 1(R). Prouvons I’équivalence
X € Ker(H) <= X € Ker(A")

par double implication.
— Supposons X € Ker(H). Alors HX = 0, c’est-a-dire A(ATA)flATX = 0. En multipliant a
gauche par AT, il vient ATA(ATA)"1 ATX = 0 donc ATX =0, ce qui prouve X € Ker(A").
Ip
— Réciproquement supposons X € Ker(AT), c’est-a-dire AT X = 0. En multipliant & gauche
par A(ATA)™!, on trouve HX =0, donc X € Ker(H).

Donc | Ker(H) = Ker(A"). | Comme H et AT ont n colonnes, il s’ensuit par théoréme du rang :

rg(H) = n — dim(Ker H) = n — dim(Ker A") = rg(AT) = rg(A).

Par conséquent, Im(H) et Im(A) sont de méme dimension.

Prouvons Im(H) C Im(A). Pour tout vecteur Y € Im(H), il existe X € M, 1(R) tel que
Y = HX, cest-a-dire Y = A(ATA)"'ATX. Mais alors Y = AU pour le vecteur colonne
U=(ATA)7tATX, donc Y € Im(A). Cela prouve Im(H) C Im(A), et I'égalité des dimensions
permet alors de conclure ’Im(H ) =1Im(A). ‘

Soit ¥ = AX = A(ATA)"'ATB. D’aprés énoncé, c’est le projeté orthogonal de B sur Im(A).
Donc c’est le point de Im(A) le plus proche de B. Plus précisément :

IB-Y|>|B-Y]|

VY € Im(A), N N
w {IIB—YHzllB—YH —v-=Y.

Comme Y = AX, le résultat prédédent se récrit ainsi :

1B~ AX|| > ||B - AX]|

VX € My 1(R), . X
R {HB—AXH:HB—AXH — AX = AX

et par conséquent

9(X) = g(X)
VX e M, 1(R), { (X)=g(X) <= X — X € Ker(A).

Mais on a vu a la question 20 que Ker(A4) = {0}. On trouve donc

)

) = X=X

9(X) = g(
9(X) = g(

X
X

VX € My (R), {

ce qui est exactement la propriété demandée.

Quand n = p, alors A est carrée donc le résultat Ker(A) = {0} montre que A est inversible, et
par conséquent AT aussi. Mais alors (ATA)™! = A7 (A7)~ donc

De fait, A étant inversible, AX peut prendre toutes les valeurs dans M, 1(R), donc g(X) est
minimal quand AX est égal & B, c’est-a-dire quand X = A~'B. Le résultat est cohérent.

2 5 6\—-2 2 3\2
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