CHAPITRE 1

Séries numeériques

Ce chapitre prolonge I’étude des suites en introduisant la notion de somme infinie, lorsque cela a un sens.
Sommer deux nombres, c’est facile. Sommer une liste finie de nombres, c’est une affaire de patience. Mais
que se passe-t-il si 'on décide d’additionner une infinité de termes ? Notre intuition humaine crie que le
résultat devrait logiquement étre infini. Pourtant, le paradoxe de Zénon nous montre que pour parcourir
1 métre, il faut toujours parcourir d’abord la moitié de la distance restante. Il faut d’abord parcourir un
demi-métre, puis un quart, puis un huitiéme... On obtient alors que : % + % + % + .-+ = 1. Une infinité de
nombres strictement positifs peut donc avoir une somme finie ! Tout ’enjeu de ce chapitre est de séparer
le vrai du faux dans ce monde de 'infini.
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e Utiliser la linéarité pour combiner les séries.
e Etudier la nature d’une série a termes positifs par I'un des deux critéres de convergence.
e Maitriser le calcul de sommes de séries & l'aide des séries de références
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1 Définitions

Une suite réelle u est définie comme une fonction u : N — R, mais on préférera souvent la « voir » comme la
suite de ses valeurs. C’est ce qui explique le choix de la notation (uy)nen, qu’il faut lire comme (ug, w1, ug, ... ). Il
convient alors de bien distinguer les notations (u,)ncn désignant la suite (vue comme « 'ensemble ordonné » de
ses valeurs) et la notation u, désignant une valeur particuliére de cette suite, celle de rang n.

E Définition 1.1

Soit (uUn)n>n, une suite réelle. On appelle série de terme général u,, la suite (Sy,)n>n, définie par :

n
Vn}no, Sn = Z U -

k=ng

Cette série est notée Z Uy OU Z Uy. Le réel S, est appelé la somme partielle de rang n.

nzng

©® Remarque 1.2

Une série est un cas particulier de suites ; c’est la suite de ses sommes partielles.

On peut « voir » la série E u, comme la suite (ug, ug + w1, ug+u +ug, ...).
neN

Vi Exemple 1.3

1
o Laséric Y nestlasuite (0, 041, 04142, 041+243, ...) = <”(”+)> .
neN 2 neN

1— n+1
e Siq# 1, la série Zq” est la suite (1, 14+¢, 1+q+4¢%,...) = <1q> .
neN — 49 /nenN

1 |
o La série éN* - est la suite (Hj,)pen+ définie par : Vn € N*, H,, = kE 1 T
n =

E Définition 1.4

On dit qu’une série E uy, converge (resp. diverge) si la suite de ses sommes partielles converge
n=no

(resp. diverge). En cas de convergence, on appelle somme de la série Z u, la limite de la suite

nz=ng
des sommes partielles, notée :
+oo n
Z Uy = lim E U
n—-+oo
n=no k‘zno
©® Remarque 1.5
—+00
Il convient de ne pas mélanger les notations g Uy, €t g U, : la notation Z uy, désigne une suite
neN n=0 neN
“+oo
(et non un nombre), tandis que la notation E uy, désigne une limite réelle (donc un nombre).
n=0
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Par définition, la somme d’une série n’existe pas toujours : c’est une limite. Pour la manipuler, il est indispensable
de justifier que cette limite existe avant d’utiliser cette somme dans des calculs.

# Exemple 1.6

La série Z 1 est divergente.
neN*

# Exemple 1.7 — Série harmonique

1
La série harmonique Z — est divergente.
n

neN*
+oo
On ne peut donc pas utiliser la notation Z — : elle n’existe pas !
n=1 n
‘ # Exemple 1.8 W
1 =
La série Z on est convergente et sa somme vaut Z on =2.
neN n=0

©® Remarque 1.9

On ne change pas la nature (convergence ou divergence) d’une série si on modifie, supprime ou ajoute

un nombre fini de termes. En particulier, pour tout ng € N, les séries Z Uy, €t Z Uy, ont méme

neN n=ng
nature.

Sauf mention contraire, on supposera désormais les séries étudiées définies & partir du rang ng = 0 ; on peut s’y
ramener, quitte a définir les premiers termes de la série comme étant nuls.
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2 Propriétés

@ Propriété 2.1 - Linéarité

Soient g Uy et E v, deux séries réelles.

neN neN
1. Pour tout réel A # 0, les séries g Uy, €t g Auy, sont de méme nature. De plus, en cas de
neN neN
convergence, on a :
—+00 —+00
E Ay = A g Un,
n=0 n=0

2. Si les deux séries sont convergentes alors la série E (un, + vy) est convergente et on a :

neN
+o0 +oo +oo
RUERSED SIS S8
n=0 n=0 n=0

3. Si l'une des séries converge tandis que 'autre diverge, alors la série E (un, + vy,) diverge.
neN

V Exemple 2.2

1 1
La série Z < + 2n> diverge.
n

neN*

Vd Exemple 2.3

1 1
La série Z (3” + 271) converge.
neN

©® Remarque 2.4 — Cas de deux séries divergentes

Si deux séries E Uy €t E v, divergent, on ne peut pas conclure quant & la nature de la série

neN neN
Z(un + v, ). Par exemple :
neN
o Les séries Z 1 et Z (1 — 1) divergent mais Z 1 converge.
neN* " neN* 2" " neN* 2"
e Les séries Z 1 et Z 2 divergent et la série Z 3 diverge.
neN* " neN* " neN "
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©® Remarque 2.5 - Linéarité mal appliquée

+o00
Si une série Z(un + vy,) converge, on peut considérer sa somme Z(un + vy,). Pour autant, on ne
neN n=0
peut pas écrire :
+o0o +oo +o0
D (un+vn) =t D vn
n=0 n=0 n=0
AVANT d’avoir vérifié la convergence des séries Z U, €t Z Un-
neN neN
V Exemple 2.6 W
Les séries 3+ ot 3~ - divergent alors que laséxie 3 (54 (<)) = 30
es séries —e — divergent alors que la série — —— )= converge.
n n 8 d n n &
neN* neN* neN* neN*

En sommant une infinité de termes en espérant que la somme converge, on sent qu’il faut a minima que les termes
deviennent minuscules, sinon la somme risque d’exploser ou d’osciller.

‘ /> Lemme 2.7 — Hors-programme ¥ w

Soit g uy, une série réelle convergente. Alors son terme général tend vers 0, i.e. lim wu, = 0.
n—-+o0o
neN

n
Démonstration. Notons S la somme de cette série et, pour tout n € N, S,, = Zuk.
k=0

n n—1
Vn € N*, u, = Zuk - Zuk =S5, —Sph_1.
k=0 k=0

Par passage a la limite de cette égalité lorsque n tend vers +00, on trouve que 111;1_1 u, =5 —5=0. O
n—-+oo

(i ) Remarque 2.8

La contraposée de ce lemme fournit un critére de divergence : si le terme général d’une série ne tend
pas vers 0, alors la série diverge.
Cependant, si le terme général d’une série tend vers 0, on ne peut rien dire : elle peut converger

. 1 . . .
(comme la série g 2—n) ou diverger (comme la série harmonique).
neN

‘ # Exemple 2.9 W

La série E Inn diverge.
neN*
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3 Séries a termes positifs

E Définition 3.1 w

On dit qu’'une série réelle Z uy est & termes positifs si, pour tout n € N, u, > 0.
neN

3.1 Critére de comparaison de séries a termes positifs

W Théoréme 3.2 - Critére de comparaison de séries & termes positifs €

Soient Z Uy, et Z vy, deux séries réelles dont les termes généraux vérifient : Vn € N, 0 < u,, < vy,.
neN neN

1. Si la série E v, converge, alors la série E Uy, converge.
neN neN

2. Si la série E uy, diverge, alors la série E vy, diverge.
neN neN

Démonstration.

1. L’idée est d’appliquer le théoréme de la limite monotone a la série Y Uy, . Pour tout entier n € N, notons
neN

n n
Sn = Zuk et T, = ka‘ On suppose que la série Z v, converge, i.e. que la suite (Tp,)nen converge.

k=0 k=0 neN
“+o0
Notons ¢ = g v, sa limite.
n=0
n+1 n

VneN, S,p1— 5, = Zuk —Zuk = Upy1 = 0.
k=0 k=0

La suite (Sp)nen est donc croissante. Par le méme raisonnement, on trouve que la suite (T,)nen est crois-
sante. Fizons n € N. En sommant les inégalités uy < vi pour tous entiers k entre 0 et n, on trouve :

n n

5% ZZEE:Uk < EE:Uk =T, < L.
k=

k=0 =0

On remarque que la derniére inégalité est vraie par croissance de la suite T.
Puisque la suite S est croissante et majorée (par£), elle converge en vertu du théoréme de la limite monotone,

1.e. la série Z Uy CONVETGE.
neN
2. Il s’agit simplement de la contraposée de l'implication 1.

(i ) Remarque 3.3

On peut affaiblir I’hypothése du critére de comparaison : le résultat reste vrai lorsqu’il existe un
entier naturel ng tel que, pour tout n = ng, 0 < u, < vy

‘ Vi Exemple 3.4 W

1
La série Z —— diverge.
vn

n=1
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‘ f Exemple 3.5 w

1
La série Z 1 converge.

n=0

3.2 Critére d’équivalence pour les séries a termes positifs

W Théoréme 3.6 — Critére d’équivalence pour les séries a termes positifs

Soient E Up, €t E v, deux séries réelles & termes positifs.

neN neN
Siwu, ~ v, alors les séries E Uy, et E v, sont de méme nature.
n—-+o0o

neN neN

Démonstration admise.

V Exemple 3.7

. 2" +n
La serie E ——— converge.
4n —1
neN*

Couplé avec la linéarité, le critére d’équivalence peut donner la nature de séries a termes négatifs.

&/ Exemple 3.8

L. —2n :
La série % 32 on 1 diverge.

3.3 Convergence absolue

A ce stade, nous ne savons pas encore étudier la nature d’une série dont le terme général n’est pas de signe
constant. Mais un passage a la valeur absolue permet de se ramener & une étude de série & termes positifs.
L’inégalité triangulaire décrite dans ce paragraphe légitime cette stratégie.

E Définition 3.9 — Convergence absolue W

On dit qu’une série E u, converge absolument si la série E |up| converge.
neN neN

On connait l'inégalité triangulaire pour une somme finie : la valeur absolue d’une somme finie est inférieure ou égale
la somme des valeurs absolue de chacun des termes de la somme précédente. Au prix d’une hypothése (naturelle
1) de convergence, on peut généraliser le résultat aux sommes infinies.

W Théoréme 3.10 — Inégalité triangulaire 4 w

Si une série E uy est absolument convergente, elle est convergente.
neN

Démonstration.  Supposons que la série g uy, soit absolument convergente, c’est-a-dire que la série g [t |

neN neN
converge. Soit n € N. Puisque —|up| < up < |ug|, alors 0 < up + |un| < 2Ju,. Par linéarité, la série Z 2|y |
neN
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converge. En appliquant le critére de comparaison de séries a termes positifs, on trouve que la série Z (un + |un))
neN
converge. Remarquons que : ¥n € N, u, = (un + |un|) — |uy|. Ainsi, la série Z u, converge par linéarité (puisque
neN
la série Z —u, converge). U
neN

©® Remarque 3.11

La réciproque est fausse : il existe des séries convergentes mais non absolument convergentes. Ces
séries sont dites semi-convergentes (leur étude est hors-programme).

4 Séries de référence

Pour pouvoir utiliser les propriétés précédentes, il nous faut un catalogue de séries dont on connait la nature et si
possible la somme en cas de convergence.

4.1 Séries exponentielles

% Théoréme 4.1 — Convergence des séries exponentielles
xn
Pour tout x € R, la série E — converge et sa somme vaut :
n!
neN
“+o0o
x" .
7' = e
n!
n=0
Démonstration admise.
(=" = (="
A - |
En particulier, la série — converge et = e. De méme, la série {— converge et —=e .
nEN = neN n=0

4.2 Séries géométriques et géométriques dérivées

W% Théoréme 4.2 — Séries géométriques - séries géométriques dérivées

1. La série E q", appelée série géométrique de raison q € R, converge si, et seulement si,

neN
€] —1,1] et

Vq €] — Zq

2. Les séries Z ng" et Z n(n — 1)¢" 2, appelées séries géométriques dérivées de raison
n>1 n=2
q € R (d’ordre 1 et 2), convergent si, et seulement si, ¢ €] — 1,1] et :

+oo 9

Vq €] an = 1_1(]) et Zn(n - 1)qn72 _ W

n=2
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‘ # Exemple 4.3 w

La série E o, converge et g 2n =
neN*

4.3 Deux séries de Riemann

‘ % Théoréme 4.4 — Comparaison série-intégrale - Séries de Riemann € w

. . 1 . ) 1
La série harmonique g — diverge et la série E —5 converge.
n n
neN* neN*

Démonstration.

1
o Montrons que la série Z — diverge. L’idée est d’utiliser que la fonction inverse est en dessous de rectangles

neN*
particuliers (car décroissante sur R ) puis la croissance de l'intégrale.

y
y=-
X
1
1
L 1
10 S 2 % 1 1
| I X,
0 1 2 3 4 5 6

1
Fizons n € N*. Pour tout k € [1,n], la fonction t — 7 étant décroissante sur [k, k + 1], on a :

Vtelk,k+1], - <

| =
T =

Les deux fonctions en jeu étant continues sur [k, k+ 1], la croissance de lintégrale (les bornes vérifient bien

k < k+1) donne alors :
k+1 gy kg
— < = ==
/k t /k k k

En sommant ces inégalités pour k allant de 1 a n, puis en appliquant la relation de Chasles, il vient :
n+1 dt n_ okt dt n 1
LX) ek
c’est-a-dire :

In(n + 1).

i]=
w\H

ES
Il

Orln(n+ 1) —— 400, donc par comparaison, Z — ———— 400 : la série harmonique diverge.
n—-+oo = k n—+oo
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o L’idée est similaire mais on choisit cette fois-ci des rectangles sous la fonction t — 2

Y
1
P oY) 1 1
U 42 52

T
0 1 2 3 4 5

Fizons un entier naturel n supérieur ou égal a 2.

1
Pour tout k € [2,n], la fonction t — 2 étant décroissante sur [k — 1,k], on a :

11
vie k- LK, 5> 5.

Les deux fonctions en jeu étant continues sur [k — 1,k], la croissance de lintégrale (les bornes vérifient bien

k—1< k) donne alors :
[ L
w1 27 Jos K2R

En sommant ces inégalités pour k allant de 2 a n, puis en appliquant la relation de Chasles, il vient :
" dt "/kdt "1

- > —,

N A

k=2

"t 1
=1-=:

c’est-a-dire, puisque/ —
12 n

1

La suite des sommes partielles de la série Z est ainsi magjorée (par 2). Elle est aussi croissante car la

n>1
série est a termes positifs. En vertu du théoréme de la limite monotone, elle converge donc.

n2

10
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5 Meéthodes

5.1 Etudier la nature d’une série

o¢ Meéthode 5.1 — Etude de la nature d’une série

L’arbre de décision ci-dessous permet d’étudier la nature d’une série g U -

Aucune Converge
par linéarité

Etape 1. Linéarité

u,, est combinaison Oui Combien de ces?
linéaire de termes de séries séries divergent ?

de natures connues ?

Au moins 2

Une seule Diverge
par linéarité

Non (on ne peut pas conclure)

’

i

Trouver E v, de na-

De méme nature

ture connue vérifiant Z
i s que U, par
Etape 2. Signe i 2
?' 8 : Oui ’un des cas suivants : Oui critére de com-
La série est-elle a [ | o u,, ~ v, paraison, d’équi-
termes positifs 7 e0<Susxvet Zvn cv. valence de séries
e0<v<uet ZU” B | a termes positifs )
Non
Non
Etape 3. Convergence absolue ] Oui [ Converge
) absolument
La série Z || converge-t-elle ? J l (donc simplement)
Non
Sn) converge
(5r) £ { Converge ]

Etape 4. Sommes partielles

n
Calculer S, = ) uy

k=0
et étudier sa limite

(S,) diverge

=

Diverge D

V Exemple 5.2 - @

. 2n—5
La série g ——— converge.
3n+1

neN

Démonstration. Pour tout n € N, on a :
-5 2n 5 2 1"\ 5 /1\"
gt T gnrl gndl g ("3 “3\3)

1 1 n 1 n—1
5’ < 1, les séries Z <§> (série géométrique) et Z n <§> (série géométrique dérivée) convergent.
neN neN

Puisque

11
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2n —95
Par linéarité, la série Z T converge. O
neN
‘ 4 Exemple 5.3 - €@ W
. Lo x
La série Z — diverge. On admettra que : Vx € R}, Inz <z — 1.
Inn
n=2
, . 1 1 . L 1 .
Démonstration. Pour tout n > 2, on a : nn > — > 0. Puisque la série de terme général — diverge, la série
nn -~ n n
1
Z on diverge aussi par le critére de comparaison de séries a termes positifs. O
= lnn
‘ 4 Exemple 5.4 - €@ W
1\ "
La série 1+ — converge.
> (1) comene
neN*

Démonstration. Cherchons un équivalent du terme général de la série. Pour n au voisinage de +00, on a :

—n?
(1 + l) = exp (—n2 In (1 + 1))
n n
_ (1 _ 1 1
TP AL T o2 + koo \ 2

1
= exp (—n—l— 3 —|—n_>0+oo (1)) .

2

1 —n
Puisque lim e°M) =1, (1 + —) ~ e ME o~ e3 (e‘l)n. Puisque et €]—1,1], la série géométrique
n—-+oo n n—-+o00 n—+o00

_1\n o L. 1 —_1\n L. N
E (e 1) converge. Par linéarité la série E [ (6 1) converge. En remarquant que cette série est a termes
neN neN

—n
positifs, la série g (1 + —) converge en vertu du critére d’équivalence de séries & termes positifs. O
n
neN*
‘ &/ Exemple 5.5 @ w
L. cosn
La série E 3 converge.
n
neN*
; . cosn 1 1 . o 1 o cosn
Démonstration. Pour toutn € N*, 0 < |——| < — < —. Puisque la série — converge, la série
’ n3 n3 = n? n? ’ n3
neEN* neN*
converge absolument - donc converge - en vertu du critére de comparaison de séries & termes positifs. O

7 Exemple 5.6

1 1 1
1. Montrer que pour tout n € N*, m == g

2. En déduire que la série Z converge.

ot n(n+1)

12
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Démonstration.

1 1- 1 1
1. Pour tout n € N*, _ n_Z_ -
nn+1) nnh+1l) n n+l

2. Ainsi, pour tout entier naturel N non nul :

?r'M—‘

SRR

On en déduit que la série Z
EN*

converge (et sa somme vaut 1).
n(n + 1 ge ( )

5.2 Calculer la somme d’une série convergente

— 1
PJ#*l N—+o0

o Meéthode 5.7 — Calcul de la somme d’une série convergente

Pour montrer la convergence d’une série et calculer sa somme dans le méme temps, on passe systé-
matiquement aux sommes partielles puis on effectue un passage a la limite.

¢ Exemple 5.8 €

. n?
Montrer que la série Z on converge et calculer sa somme.
neN*
Démonstration. Soit N € N.

n=0 n=0
N n N n
1 1
znz:;)n(n—l) <2> —&—;n(Q)
N n—2 N n—1
1 1 1 1
n=0 n=0
N n—2 N n—1
1 1 1 1
:f;n(n—l) (2) +2;n<2>
RN T S S
R,

1 n—2
On peut passer a la limite puisque on les séries géométriques dérivées Zn(n -1 (2)

neN

convergent (car

1
“l<1
2‘<)

eth

# Exemple 5.9 - @

1
Montrons que la série Z In (1 — ) converge et calculer sa somme.

2
n
n=2

13
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Démonstration. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.

S (1o )=S0 (£

k=2 k=2
" (k—1)(k+1)
:Zln(kz
k=2
:Zln —1) +Zlnk+1 —QZln
k=2
n—1 n+1

Zln +Zln il (k)
= k=2

=2

n(n + ln2—lnn

<n+1> —In2 — —1In2.
n—-+4oo

1
On en déduit que la série série E In (1 — 2) converge et a pour somme — In 2.
n
n>2

Démonstrations a connaitre
e Théoréme 3.2 : critére de comparaison de séries & termes positifs.
e Théoréme 3.10 : inégalité triangulaire.
1 1
e Théoréme 4.4 : divergence de — et convergence de —
e > . g >

neN* neN*
e Exemple 5.2 (montrer la convergence d’une série par linéarité)

e Exemple 5.3 (appliquer le critére de comparaison de séries a termes positifs).

e Exemple 5.5 (utiliser la convergence absolue).

(

(
e Exemple 5.4 (appliquer le critére d’équivalence de séries a termes positifs).

(
e Exemple 5.8 (calcul de somme de séries convergentes via séries de référence)
(

e Exemple 5.9 (calcul de somme de séries via sommes télescopiques)

14
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