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[Corrigé] v

A Daide du théoréme des accroissements finis, montrer que, pour tout z € R, |sinz| < |z|.

Exercice 1.

[Corrigé| vy

Montrer que la fonction f définie ci-dessous définit une bijection entre [0, g] et un ensemble

Exercice 2.

& déterminer, puis étudier la continuité et la dérivabilité de sa réciproque.

Iz {og} SR
xT —

Vsinz +
[Corrigé]| Yk

Exercice 3.
On consideére les fonctions f et g définies sur [0, 4+o00[ par :

Wz € [0,4+00], f(z)=In(1 +e%) et g(m):/;f(t)dt.

1. Construire le tableau de variations de g sur [0, +o0].

Déterminer la limite et la branche infinie de g en 400 et donner l'allure de la courbe
représentative de g sur [0, +o0].

2. Déterminer le signe de la fonction h définie sur [0, +oo] par h(z) = g(z) — .
3. On considére la suite (u,) de premier terme ug € [0, +00[ et telle que :
Yn €N, up11 = gluy).
Déterminer la nature de la suite (u,) selon la valeur de ug.

[Corrigé| Jedk =

Exercice 4.
zlnz

x+1

On consideére la fonctions f définie sur [1,+oo[ par f(x) =

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, ’équation f(z) = n admet une unique
solution, qu’on notera «,.

2. Démontrer que, pour tout entier naturel n non nul, oy, > €.

3. Démontrer que «,, ~ €".
n——+oo

4. On en déduit que o, = €™ (1 +¢(n)) o lim e(n) = 0.

n——+00
Montrer que &(n) ot ne . En déduire I'existence d’une suite ¢; telle que :
n—-+0oo

lim e1(n) =0.

n—-+oo

VneN*, a, =€e"+n+nei(n) et

[Corrigé] ¥

Exercice 5.
Déterminer les limites suivantes :
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[Corrigé| v

Soit f : R? — R une fonction réelle admettant des dérivées partielles sur R et soit o € R.

Exercice 6.

On dit que f est positivement homogéne de degré « si :
V(z,y) € R?, Vt e R, f(ta,ty) = t* f(x,y)

1. On suppose que f est positivement homogéne de degré . Montrer alors que ses dérivées
partielles sont positivement homogénes de degré o« — 1, i.e. :

of _ o1 9f of _ o1 9f

R? R**
V(z,y) € R%, Vt € C B

(z,9).

2. Montrer que si f est positivement homogéne de degré «, alors on a:

0 0
V(z,y) € R?, xl(%l]) + yafg

o (‘Tvy) = ozf(m,y). (*)

3. On suppose réciproquement que f vérifie la relation (x).

a. Montrer que, pour tout (z,y) € R2, 'application ¢ : t — f(tx,ty) vérifie I'équation
différentielle :

2o().

b. En déduire que f est positivement homogéne de degré a.
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Exercice 7.
On considére la fonction f définie sur R? par :

$4y2 ]
P (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

flx,y) =

Montrer que f admet des dérivées partielles en tout point de R? et les calculer.

Exercice 8.

[Corrigé| %%
Déterminer, dans chacun des cas, toutes les fonctions f : R? — R définies et admettant des
dérivées partielles sur R? telles que :

0 f
dxdy

0 f 0% f o0 f

) o _ .2 2 g _

(z,9) (z,y) = zy.

Exercice 9. [Corrigé| Y%k

Soit a un réel strictement positif.

Soit f : [0,a] — R une fonction dérivable sur [0,a] telle que f(0) = f/(0) = f(a) = 0.

f(x)
x

1. Montrer que la dérivée de la fonction x —

s’annule sur |0, al.

2. En déduire qu’il existe un autre point que l'origine en lequel la tangente & Cy passe par
Porigine.

Exercice 10. Applications du théoréme des accroissements finis
((x + 1)6#1 - xe%).

[Corrigé]| Yk %k

lim
—+0o0

Déterminer

Exercice 11. Racines des polyndomes de Legendre

[Corrigé]| Y%k

1. Soit n € N et soit f : I — R une fonction de classe C™ s’annulant en n+ 1 points distincts
de I. Montrer que f(™ s’annule au moins une fois sur I.

Indication : on pourra étudier les zéros des dérivées successives de la fonction f.

2. Pour tout n € N, on considére le polynoéme P, : x + (22 —1)". Montrer que le polynéme
de Legendre L, = P{") admet n racines réelles distinctes sur I'intervalle |- 111

Indication : on pourra étudier les racines des polyndémes (Pék)) o1’
ke[0,n

Exercice 12. Méthode de Newton [Corrigé] Yk
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C? sur [a,b] (a < b). On suppose que :

fla)>0, f(b) <0,

1. Montrer qu'il existe un unique ¢ €]a, b[ tel que f(c) = 0.

f <0et f">0 sur[a,b]

f/(xn)

2. On consideére la suite (2, )nen définie par 29 = a et pour tout n € N, 2,41 = 2, —

a. Montrer que la suite (z,,)nen est bien définie, a valeurs dans Uintervalle [a, c].
f@)

fr(@)

b. Montrer que la suite converge. Déterminer sa limite.

On pourra considérer la fonction z +— = —

. Justifier 'existence de m = m[inb}|f’(x)| et M = m[a)i]f”(ar).
xE|a, xE|a,

M
b. Montrer que la fonction x — f(x) + (¢ — ) f'(z) + 7(c — 1)? est positive sur [a, c].
c. En déduire que, pour tout entier naturel n, on a :

M
0<c—xpy1 < %(xn — 0)2.

On dit alors que la convergence est quadratique : le nombre de décimales exactes dans ’approximation de

c par les termes de la suite double a chaque itération.
d. En déduire qu’il existe un réel ¢ € R tel que, pour tout entier n, on ait :

n

lae—z)l"
T

0<c—x2, <

4. Ecrire en Python une fonction permettant de renvoyer une approximation a l’aide de la
méthode de Newton du zéro sur un segment d’une fonction passée en argument.

On supposera que la fonction vérifie les conditions de l’énoncé.



