BCPST 2 Jean-Baptiste Say

Mathématiques - Corrigé du DM 1

Exercice 1

def somme_rec(L):
if L == []:
return 0
else:
return L[0] + somme_rec(L[1:])

Exercice 2
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en reconnaissant des sommes partielles de séries convergentes : une série géométrique et
une série géométrique dérivées de méme raison 3 €]—1, 1] et deux séries exponentielles.
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On en déduit que la série Y (n+1) (2" —nl)

= 27 x () converge et :
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Exercice 3

1. Soit N > 2. On reconnait ci-dessous une somme télescopique :

—  +o00.
N—+o0

N N
Zun = Zlnln(n +1)—Inlnn=Inln(N+1) —Inln3
n=2 n=2

On en déduit que la série Y u,, diverge.
n>2

2. On consideére la fonction f : 2 — In(Inz) et on fixe un entier n > 2. La fonction f est

> donc, d’aprés le

continue sur [n,n + 1] et dérivable sur |n,n+ 1] (et f' iz —

rzlnz
théoréme des accroissements finis, il existe ¢, €]n,n + 1] tel que :

fin+1) = f(n)
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c’est-a-dire : 1
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cplne,
Puisque ¢, > n, ¢, Inc, = nlnn. On conclut alors que :
1
Yn =2, u, < .
nlnn

N

Uy < (d’apres 2 et puisque la fonction f est

3. Puisque, pour tout entier n > 2, 0 <
nlnn

croissante sur [n,n + 1]) et puisque la série > wu, diverge, la série > diverge

n>=2 n>2 ninn

par comparaison de séries a termes positifs.

Exercice 4
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Puisque In(1 4 u) = u — j 4 Uj’ + 0uso(u3), on trouve que : La fonction g3 admet des dérivées partielles sur R? par composition et :
- 2 3 u—r 9 .
Og of of of of
1\ /1 1 1 1 V(x,y) € R?, == (2,9) = g3() 5 - (4, 92()) = <a(w,x) + 5, @) ) 5o, f(@,2)
tp=(n+=) -+ —=F0nstoo| =) -1 T Yy x Yy Yy
2 n  2n%2  3n3 n3
dg of af
1 1 1 et 87(30’2/) = af(y,gz(ir)) = a*(yvf(%f))'
=55 75 tonsto | 5 Y z z
3n2  4n? n2
1 1 4. Remarquons que :
= Tgp2 T oot {17 ) Vz e R, gu(z,y) = f(z,g2(x)).
1 La fonction g4 est dérivable sur R par composition et :
On en déduit donc que v, ~ .
n—+oo 12n2 , of / of
Vo €R, gi(z) = 5 (2, 92(2)) + 92(%)@($7g2(w))
2. Pour tout n € N*| o > 0. Puisque la série n§1 To2 couverge, la série ngl Un, - g(m o)+ g(x e ﬁ(m . g(x foo)
converge d’aprés le critére d’équivalence de séries a termes positifs. oYY ox "’ oy’ Gy T
3. Pour tout n > 2, on obtient par télescopage : * %

z_: v = z_: In(ug1) — In(ug) = In(u,) — In(uq).
k=1 k=1

Ainsi :
n—1 “+o00
In(ug) = In(uy) + Z Uk In(uy) + ka eR.
k=1 k=1

On en déduit que la suite (Inw,),>1 converge.

Exercice 5

1. La fonction g; admet des dérivées partielles sur R? par composition et :

dg of dg of
2 _— = — _— = —
V(z,y) € R, 695(“/) By (y,z) et a9y (z,y) D (y, ).

2. La fonction g est dérivable sur R par composition et :

Vz € R, gy(z) = %(m,x) + =—(z,x).

3. Remarquons que :
V(x,y) S R27 gg(fﬂ,y) = f(yvg2($))



