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Exercice 1 Exercice 2

1. La fonction P est dérivable sur R (car polynomiale) et :

VmeR,P@ﬂ:&f—1:3<x—;%><x+;%).

On propose ici trois solutions dont les approches sont sensiblement différentes (la premiére
solution est évidemment la meilleure).

e Le principe est ici d’utiliser la définition par compréhension de listes en Python :

Puisque lim P(z) = lim 2% = o0 et lim P(z) = lim 2% = +o0, on peut
) Tr——00 T——00 T ——+00 x—+00
def index_assemble(L): dresser le tableau de variations de la fonction P :
return [[L[j][i] for j in range(len(L))] for i in range(len(L[0]))] T I
T —00 ~ 5 7 +00
P'(z) + 0 - 0 4

e Le principe est ici de parcourir chaque sous-liste de la liste passée en argument et P (_ 1 )
d’ajouter chacun des ses éléments dans les sous-listes de la liste renvoyée. V3
On comme par initialiser la liste L2 a renvoyer en une liste de listes vides (il y a autant P(z) / \
de listes de vides que d’éléments de la premiére sous-liste de L). o P (

L

V3

/

On parcourt ensuite chaque sous-liste, qu’on parcourt séquentiellement. On ajoute
chacun de ses éléments dans les sous-listes de L2 selon la régle suivante : le k-éme Remarquons que :
élément d’une sous-liste est ajouté a la k-éme sous-liste de L2.

P 1 P 1 1 1 1=1 2 0

def index_assemble(L): (\/g) > <\/§> B 37@7%+ T 33 -
L2 = [[] for k in range(len(L[0]))]
for sous_liste_L in L:

L’étude des variations garantit alors que la fonction P est strictement positive (donc ne

for k in range(len(L[0])): s’annule pas) sur l'intervalle ]—1, 400 [ Puisque la fonction P est continue stricte-
L2[k].append(sous_liste_L[k]) 1\/§
return L2 ment croissante sur | — oo, ——3[, elle réalise une bijection de I =] — oo, —%] vers
()]
e Le principe est ici de remplir chaque sous-liste de la liste renvoyée avant de remplir V3
la suivante. On comme par initialiser la liste L2 une liste vide. Pour remplir chaque Puisque 0 € J, le polynéme P admet une unique racine réelle.

sous-li "indi la liste L2 écupé 5 1’élé ’indi h . . .
sous-liste d’indice k£ de la liste L2, on récupére tous 1’élément d’indice k& de chaque 2. Remarquons que P(—1) = 1 > 0 — P(a). Puisque la fonction P est strictement

sous-liste de L.
croissante sur l'intervalle I et puisque (—1,a) € I?,

def index_assemble(L):

3. Puisque le polynome P est unitaire (son coefficient dominant est égal & 1) et puisqu’on

L2 = [:! connait toutes ses racines, on peut le factoriser :
for k in range(len(L[0])):
sous_liste_L2 = [] P=X-a)X-B)X-7=X>—(a+B8+7)X*+ (aB+ay+p7)X —aBy.

for liste in L:
sous_liste_L2.append(liste[k])
L2.append(sous_liste_L2)
return L2

Par identification des coefficients (des mondmes de degré 0 et 2), on trouve que
a+B+y=0et —afy=1,1e. :

1
B+y=—aetfy=——.
o
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4. Puisque le polynéme P est & coefficients réels, 3 est aussi racine de P. Puisque « est 3. Soit « > 1. En posant v = a« — 1, on a 7 > 0. On applique alors le résultat de la
I'unique racine réelle de P, 3 n’est pas un réel et ainsi 5 non plus. On en déduit donc question précédente :
que v = 3, i.e. B et 7y sont complexes conjugués. i 1 Tn
On en déduit que : e e
2 _ B3 — [— . . - x .
1B]" =68 =Py = o S L. Puisque la série . z,, converge, la série Y, — converge aussi.
1 neN* neN* Y
De la méme maniére, on trouve que |y|> = —— et ainsi que | |3| = |y| < 1.
e}

1
Puisque, pour tout n € N*, — > 0, on peut appliquer le critére d’équivalence des
n

5. Remarquons que : L o - 1
séries & termes positifs : pour tout a > 1, la série ) — converge.
nenN+ 1

2
0=(a+B+7)"=a+8+9"+2a(B+7) + 20y = 0"+ 7 +7" = 2* - ~.

On en déduit que : ; Exercice 4 (extrait d’Agro MCR 2025) ‘
1
a2+ﬁ2+72=2a+ .

Puisque o est racine de P, a® — a + 1= 0 et ainsi 0® + 1 = a. On trouve alors bien Remarquons que lintégrale I, existe car fqp est continue (car polynomiale) sur [0,1].

que a2+62+72:2.‘ 1. Soit n € N.

1

1
-1 1
i Iy, = 1—z)"d= 1—z)"t = .
Exercice 3 0, /0( ) {nJrl( ) ] nt 1

0

1. Soit N €€ N*. En reconnaissant une somme télescopique, on obtient : .
Pour tout entier naturel n, calculer Iy ,,.

N N
)T 3 S R i
1 " “nY (n+1)7 (N+1)7 Notoo 2. Les fonctions u: x = 2% et v:z — m(l — 2)"*1 sont de classe C! sur [0,1] et :
n= n=
+00 / -1 / b
. . Vo € [0,1], = az” t =(1—-x)".
On en déduit que la série Y x, converge et : Z T, = 1. v €(01], w(z) =az et v'(z) = ( z)
nen- n=1 . . . . .
Ainsi, par intégration par parties, on trouve :

2. Remarquons que

¥ 1 -1 1 1
1+l -1 Iab:/ 2%(1 —z)’dx = (1 — z)bt? + 2 22711 — 2)" da.
" n ’ 0 b+1 o b+1Jg
Vn e N*, x, =
(n+ 17
Or : AlnSl . Ia,b = %IaiLb%}l.
I+uw)"=1 ~ ~yuet lim — =0,
u—0 n——+oo N
y ~ 3. Démontrons le résultat par récurrence sur a € N.
donc (1 + n) -1 n—rioo 1 ot : L’initialisation a été prouvée a la question 1 :
Y 1 015!

VbeEN, Ip, =

b+1 (0+b+ 1)
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alc! ce qui conclut la preuve de I’hérédité. On en déduit que :

Soit a € N. Supposons que pour tout entier naturel ¢, I, . = —— . D’aprés la
’ (a+c+1)!

question précédente, on a : 2" I ng,ng

n = no, In,n <

a+1 2"
VoeN, Int1p=—Iopt1
b+1 1 1
En appliquant "hypothése de récurrence, on trouve alors : 8. Puisque ; sIérle géométrique de raison 3 converge (car —1 < 3 < 1), la série de terme
0
Wb eN. I a+1 " al(b+ 1)! (a+ 1) général ——"C converge. Puisque la suite (I, n)nen est positive, la série de terme
5 +1,b — = ) . . s o
¢ b+1  (a+(0+D+1! ((a+1)+b+1)! général I, , converge par comparaison de séries a termes positifs.
ce qui prouve I’hérédité. On en déduit que : 9. a. Pour n au voisinage de 400, on a :
alb! m 1
VaeN, VbeN, [, =———. - _
4. D’aprés la question précédente, on a : Puisque lim L =0, on trouve que :
, n—+oo 2n 4+ 1
Lt [0+ )P @)l (n+1)? w1
Inn (2n + 3)! ()2~ (2n+2)(2n + 3) n—toc An2 nstoc 4° (1 — 2 Lot
2n+1) n—o+oo 2n+1
, . L 9. . . In+1,n+1 _ 1
On en déduit immédiatement que : nBTOC I "1 b. On en déduit que :
1
5. Onangrfoozfm : \vs>o, Ing €N, Yn = ng, [u, — /| ga.\ (2n+1)In (1 - 2n+1> e -1,
1
. _ 1 o . . . . 9
6. En choisissant ¢ 12 la limite obtenue & la question 4, il existe ng € N tel ot ainsi que : | lim exp ((Qn—i— 3 ln( n )) Y
tout ti S In+1,n+1 1 < E tieul; tout n—-+00 2n+1
ue, pour tout entier n ng, |———— — = —. n particulier, pour tou
que, p Z Iy 4] T 4 P P c. D’aprés la formule de Stirling et le résultat de la question 3, on trouve que :
n 2 o, M — 1 g 17 i.e. M g 1 (’I’L')2 22”+17Tn2"+le_2"
L. 474 Lim 2 4, —an
7 1 (2n + 1)! notoo (2n 4 1)2n+1le—2n-1, /27(2n 4 1)
Il existe donc bien un rang ng tel que, pour tout n > ng, “ntlntl < - 2n+1
In,n 2 - 2n e\/’TT
n—+oo \ 2n + 1 2\/ﬁ'

7. On montre le résultat par récurrence sur n > ng.

s .. _ . . En reformulant le résultat de la question précédente, on trouve que :
La propriété est triviale pour n = ng. Supposons, que pour un entier n > ng, on ait

TL()I
I, < w . om ont1 B
’ on hr_ir_l 1 =e .
. 1 o n—+o0o n
D’aprés la question précédente, I,y py1 < 51‘”7” car I, > 0. Ainsi, par hypothése de Alns -
récurrence, on a : '
’ mor, . o, o~ YT
Intint1 < Tontl " notoo 24/n
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d.

2. a.

1 1 . . . . .
> — > 0. Puisque la série harmonique diverge, la série

oAk

1
> —— diverge par comparaison de séries a termes positifs. On en déduit que

neN* \/ﬁ
1 1
la série > ﬁ X —= diverge par linéarité. Puisque 41, , ~ ﬁ X —, la

nens 2 vn " n—dtoo 2 vn’

série de terme général 4™ I,, ,, diverge par critére d’équivalence des séries & termes
positifs.

Pour tout n > 1,

Exercice 5

. Soit F' I’événement “la banane est en plastique”.

1 ,

Remarquons que, pour tout ¢ € [1,n], P(T;) = — et Pp(F) = —Z|—1 par
n

équiprobabilités des tirages. Puisque la famille (T})1<i<n est un systéme com-

plet d’événements, on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

IP’(F):ZIF’( ) x P, (F Z* n+1

1
La probabilité que la banane soit en plastique est donc égale a 5

Avec les mémes notations que précédemment, on cherche a calculer Pg(T;). Par
définition, on a :

P(FNT;)  P(T)Pr,(F)  w% i 2i
Prl)="pm ~ " PpE) - 3 1)
(F) (F) 3 n(n+1)
La probabilité que la banane vienne du tas n°i sachant qu’elle est en plastique
est — 2L
n(n+1)

(i) On note My lévénement “Bernard a tiré une banane mangeable au k-éme
tirage”.
On cherche donc la probabilité de I’événement My N My N M3 sachant qu’il a
choisi le tas n°.
Puisqu’il y a remise aprés chaque tirage, on peut donc considérer les tirages
comme mutuellement indépendants, une fois le tas n°i fixé. Ainsi :
n+1-—i\°
]P)Tf, (Ml N MsoN Mg) = PTI (Ml) X PTf, (Mg) X PT;, (Mg) = <n+1> .

Pour tout 7 € [1,n], la probabilité d’avoir obtenu trois bananes mangeables

n+1—1
sachant que Bernard a choisi le tas n°i est <++1> .
n

(ii) Puisque la famille (7};)1<i<n est un systéme complet d’événements, on en
déduit, d’apres la formule des probabilités totales que :

P(M; N My N Ms) Z]P’ P, (My N My N Ms)

n

B 1 (n+1-14)3
Tl

i=1
= ézn:k:g (en posant k =n — 1)
n(n+1)%
1 n?(n+1)2
= X
n(n+1)3 4
_n
C4(n+1)

La probabilité d’avoir obtenu trois bananes mangeables est S L—
4(n+1)

. Avec les notations précédentes, on peut écrire A comme la réunion disjointe suiv-

ante :
A= (M;N My Ms) U (M; N My Ms) U (M0 My Ms) .

En effet, si Bernard a tiré exactement deux bananes en plastique, alors il a tiré
une banane mangeable ou bien au premier tirage, ou bien au second ou bien au
troisieme.

Pour tout ¢ € [1,n], la formule des probabilités composées - ou 'indépendance
des tirages sous la loi Pr, - (appliquée trois fois) assure que :

Pr, (My N My N Ms) = Pg, (M N M, N Ms)
= Pr, (My N My N Ms)
P (n+1-1)
(n+1)3
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Ainsi en appliquant successivement la formule des probabilités totales aux événe- 1 LN
ments M; N My N Ms, My N M, N M et M; N My N Ms, on obtient : n("“) Z <k:)
k ) i=k

P (M; N My N M) + P (My N'My N Ms) + P (M N Ma N M)

1 #(n+1-—1
- +7) e Initialisation : pour n =k, on a

b. k € N*. Montrons le résultat par récurrence sur n > k.

I n
w
MS“

I

n (n+1)3
ko,
9 n 3,3 k k+1
e > ()= ()= G2)
Elnn—i—l lzlnn—&— =~ k k k+1
_ 2 _ La récurrence est initialisée.
n+12Z n+13§:Z "l n+1
o Hérédité. Soit n € N tel que n > k. On suppose que Z ( > = ( >
B 3 y n(n+1)2n+1) 3 y n?(n+1)? —\k k+1
n(n +1)2 6 n(n+1)3 4 Alors :
2n + 1 3n ntl . no,.
= - 7 n+1 1 n+1 n+1 n—+ 2
2 1 4 1 = = = .
SREESE > () -(0) 2 (- () G) -G
B n -+ 2 i=k i=k
4(n +1) e Conclusion :
On en déduit donc que : no/ 1
e 0
- 3z2n—|—1—z o n+2 i=k -
i=1 n(n+1)° 4(n+1) Le résultat est en particulier vrai pour n > 3.

3. a. Notons B I'événement “Bernard a tiré k bananes mangeables” On pouvait aussi montrer directement la propriété grace a la formule du triangle

Pour tout i € [1,n], il y a ("*.7") facons de tirer simultanément k bananes de Pascal :
mangeables dans le tas n®. L n i+1 i n+1 k n+1
Par équiprobabilités des tirages simultanés, et puisqu’il y a ("Zl) tirages au total, Z <k‘) - Z Kk, + 1> - (k: + 1)] - <k: + 1> - (k + 1) - <k: + 1)'
on trouve : i=k i=k
0 sik>n+1—i 0 sii>n+1—k c. On en déduit alors que :
Pr,(B)=q ("c ) = ()
(n+1) sik<n+1-—1 (n+1) sii<n+1—k P(B) = 1 i i\ (Zji) 41—k
’ ’ A &k T ety T a1
Ainsi, en appliquant la formule des probabilités totales avec le méme systéme =k
complet d’événements, on trouve : . %
n n+l—k . n .
1 n+1—1 1 J *
P(B) =Y P(T)Pr, (B)= —pr > ( ) = .~ Z()
i=1 n( k ) i=1 k g=ntl— n( k )j:k k

La probabilité que Bernard ait tiré simultanément k£ bananes en plastique est :



