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1. a. Soit A € R.

rg(A— A3) =1g

:rg

oft P(A) =3 — 15X + 182 = 3(1 — 5A + 6A2) = 3(1 — 2X)(1 — 3)).

1 1
e Si\= 318 (A— 3]3> < 3 donc A € Sp(A).

1
e Supposons A # 3

rg(A — A3) =

ot Q(A) = —6 4 12X 4+ 6A(1 — 2X) = 6(1 — 2\) (A — 1)

propres de A est | Sp(4) = {1' L 1} .

x
b. Soit X = |y | € M31(R).
z
1 —6A 3 3 5 g 0
gl —4 6-61 4 e XeE ol Frumz=0 =2
-2 3 5—06A y—2=0 y==
-2 3 5— 6 1
—4 6—6A 4 L1+ Ls Ainsi | By = Vect 1
—6 3 3 1
-2 3 5—6A
-2 3 22=0 r =
0 =6\  —6+12)\| Ly Ly—2L, oXEE;@{ SR @{f i
0 31-3)\) P\ ) Ly Ly — 3\ y=0 y==2
1
Ainsi E% = Vect 0
1
. X P o —2x+3y+32=0 - z=0
3 —2y—22=0 Yy=—z
2 3 5—6A 0
- - Ainsi | F1 = —1
ra | 0 _6x 64122 insi | By Vect X
0 3(1-3x P(X)
2 3 5-6A T PR S . 1 .
re[ 0 —60 —6+12) . c. La matrice | P = 0 - est une matrice de passage de la base canonique
(1-3%) de M3 1(R) vers une base de vecteurs propres de A. Ainsi P est inversible et :
-2 3 5—6A
rg 0 1 1—2\ Loy < L3
0 —6A —6+12) 100
—rg| 0 1 1-2)\|Ls« Ls+6x 2
1
0 0 QW 0o L
3
11 . :
Ainsi, rg(A—M3) £#3 < N e {1; 5 3} On en déduit que I’ensemble des valeurs d. Soient (z,y,z) € R® et (a,b,c) € R®.
.z T a rT+y=a r=—-a+b+c
273 Plyl=|b|ez—2=0b Sdy=2a—-b—c
z ¢ rT+y+z=c z=c—a

A € M3(R) admet trois valeurs propres distinctes, elle est donc diagonalisable.
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On en déduit que : b. (i)
X -1 1 1 VneN, YVoj1=Xp41— L
A U — AX,+B-L
= AX, + B — (AL + B)
e. Montrons le résultat par récurrence sur n € N. = AX — L)
o PDOP~! = P[P~ = I3 = AC. Le résultat est donc vrai pour n = 0. =
e Soit n € N. Supposons que A® = PD"P~!. Alors : Un raisonnement par récurrence permet alors de montrer que :

A" = A"A = PD"P-'PDP! = PD"DP~! = PD"H1 P!, [ eN ¥, = Ao |

. . ) (ii) Il vient immédiatement :
ce qui conclut le raisonnement par récurrence.

Ainsi, pour tout n € N, A" = PD"P~1. ‘Vn eN, X, = A"(Xo— L)+ L. ‘

f. Pour tout n € N, on a : c. (i) On commence par établir que :
A" — pprp-1 veIm(ldg —a) & Ju= (2',y,2) € R®, (Idg —a)(u) = v.
1 1 0 1 0 0 -1 1 1 La matrice de Idg —a dans B est :
=1 0 -1 0 27 0 2 -1 -1
1 1 1 0 0 37" -1 0 1 1 6 -3 =3
- 14 0 -4
11 0 -1 1 1 62 3 1
=1 0 -1 gl-n _g-n _9-n
11 1 —-3n 0 3" Ainsi, pour tout u = (2/,y,2') € R®, on a :
142" 1—-27" 1—-27" 62’ — 3y — 32’ =6z
= —1+37" 1 1-3" : Idg —a)(u) =v & < 42’ —47' =6
14277 -3 -2 1-2"43" (Idp —a)(w) , , , Y
2¢' =3y + 2 =62

62’ — 3y’ — 32 =6
2. Etude d’une suite matricielle N 6y — 62 = 18y — 12z
— 6y + 62 =18z — 6z
6z’ — 3y’ — 32 =6z
& ¢ 6y — 62 =6y — 12z
0 = —18z + 18y + 182

a. Soit £ 'endomorphisme de E dont la matrice dans B est L.

Puisque L = AL+ B, alors £ = aol+b ou encore (Idg —a)of = b. Soit y € Im(b).
Il existe z € E tel que y = b(z). Ainsi :

y="bz) = (dp —a) o l(z) = (Idp —a) ({(2)) € Im(Idp —a). Ce systéme admet une solution si, et seulement si x — y — z = 0. Ainsi :

On en déduit que ‘ Im(b) C Im(Idg —a). ‘ ‘v €eIm(ldg —a) &z —y—2=0.
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(ii) Notons que Im(b) = Vect(b(e1), b(e2), bles)).

(iii)

Le vecteur b(e;) admet (3,1,2) pour coordonnées dans B. Puisque ses coor-
données vérifient la relation z —y — 2 = 0, b(ey) € Im(Idg —a).

Le vecteur b(es) admet (—1,0,—1) pour coordonnées dans B. Puisque ses
coordonnées vérifient la relation z — y — 2z =0, b(ez) € Im(Idg —a).

Le vecteur b(eg) admet (—2,—1, —1) pour coordonnées dans B. Puisque ses
coordonnées vérifient la relation © —y — 2z =0, b(eg) € Im(Idg —a).

Puisque Im(Idg —a) contient b(eq), b(es) et b(es), il en contient toute com-
binaison linéaire, i.e. Im(b) C Im(Idg —a). D’aprés le résultat admis a la
question 2.a, il existe une matrice L € M3(R) telle que L = AL + B.

Soit L' = [ 2’ ¢/ 2| € M3(R). Aprés calculs, on trouve :

0 0 O 1 6x 6y 6z
PiBp=|0 1 -1 et DL’:6 32" 3y 37
0 0 1 22" 2y’ 22"
Ainsi :
L'=DL' +P~'BP
T Yy =z 1 6x 6y 6z 0 0 O
Sl v 2Z)==|32 3y 32Z|+[|0 1 -1
IN y// Z// 21,// 2y// 22,// 0 0 1
=0
y' =2
7 =-2
- 2 =0
y//:O
3
" 2
© T2
0 0 O
La matrice |[L' = | g o _2 | | convient.

(iv) Posons L = PL'P~!. Alors :

AL+ B = (PDP Y)Y (PL'P ')+ B
=PDL'P'+B
=P (DL + P 'BP) P!
=PL'P'=1L

Aprés calculs, on trouve que la matrice L = PL'P~! ci-dessous vérifie la
relation L = AL + B.

6 -2 —4

3 3
L=12 o =2

2 2

9 5 0

2 2
k%



