Mathématiques COI‘I‘igé du DM 5 BCPST 2 Jean-Baptiste Say
Exercice 1 (extrait d’Agro-Véto 2025) ‘ . La densité précédente étant nulle sur R* , X,,) admet une espérance si, et seule-
ment si, 'intégrale suivante converge :
1. a. On sait que 'intégrale

+oo
/ pre P dr
0

1
converge et vaut — en tant qu’espérance de la loi exponentielle de paramétre .
L

—+oo
On en déduit que l'intégrale / re " dx converge et vaut —
0

. Soit & > 0.

P(Xy > x) =P([ X1 >2]N---N[X, > z])
=P(X; > z)...P(X,, > z) par indépendance de X7,..., X,
=[1-P(X; <z2)]...[1-P(X, <)
= ",
Ainsi P(X() <z) =1— e~ "% Puisque X(1) est a valeurs positives, on obtient
immeédiatement sa fonction de répartition :

1—e™ sizg>0
T ]
0 sinon

On reconnait la fonction de répartition d’une loi usuelle : X(;) suit la loi
exponentielle de paramétre n\.

. Puisque X(;,) est une variable aléatoire a valeurs positive, sa fonction de réparti-

tion est nulle sur R* . Soit & > 0.
P( X <) =P(X; <z]n---N[X, <z
=P(X; <z).. ]P’(Xn < z) par indépendance de X1,..., X,
= (1-e)"
On montre sans difficulté que la fonction de répartition de X, est continue sur R

et C! sur R sauf éventuellement en 0, assurant que X, (n) €st une variable a densite,
de densité donnée par la fonction :

x> nhe M(1— e M) g (2).
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Or :
Vo >, 0 < znle (1 — e 271 < npem?
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0

converge d’aprés la question 1.a, I'intégrale

Puisque l'intégrale
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/0 }xn)\efm(l — ef)‘m)”71| dzx

converge par comparaison de fonctions positives. On en déduit que X,) admet
une espérance, égale a :
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la derniére ligne étant assurée par linéarité et par la convergence de toutes les
intégrales ci-dessus (grace a la question 1.a). Ainsi, toujours grace a la question
l.a, on a :
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2.

a. La fonction f est bien continue et positive sur R. La fonction ¢ :  — e~ est C!
et strictement monotone sur R et lim ¢ = +o00 et Lirm @ = 0. En posant y = e™7,
— 00 o0

on a dy = —e~*dx. D’apreés le théoréme de changement de variable, I'intégrale
de f sur R est de méme nature que

0
/ —Xe M dy
+oo

qui converge : on intégre une densité de la loi £(A) sur son support.

On en déduit que f est bien une densité de probabilité.

b. Soit y € R.

PY <y) =P(-InX; <y)
=P(X; >2eY)
=1-P(X;<e™)
=e " care V>0

La fonction de répartition F' de Y étant C! sur R, Y est & densité, de densité don-
née par la fonction F/ = f. On en déduit que la variable aléatoire Y = —In X,

suit la loi de Gumbel.

| Exercice 2 extrait de G2E 2019

a. Siz <0, alors Fy(z) =P(M <z) =P(N? <x)=0.
Siz>0,P(N? <x)=P(—/x <Ny <) = Fyn,(v/7) — Fy,(—/Z). Ainsi,

0 siz <0,

FN1(\/§)7FN1(7\/E) siz > 0.

Ve eR, Fyx)= {

2

Remarquons que Fyy est C! sur R* . Puisque la fonction fy, : x e 207

1

o\2m
est une densité continue de Ny, la fonction de répartition Fi, est C! sur R. Par
théorémes opératoires, la fonction F; est donc C' sur R%.
Etudions la continuité de Fj; en 0. On a évidemment Fy (0) = 0, limg- Fyy =
lim, ,0- 0 = 0 et limg+ Fpy = lim, 0+ Fn, (v/&) — Fn, (—y/x) = 0 par continuité
de Fyn, en 0. La fonction Fjs est donc continue en 0 donc sur R. La variable
aléatoire M est donc a densité.

2.

3.

b. Aprés calculs, on trouve qu’une densité de M est donnée par la fonction :

0 siz<0,
fM(LL') = 1
V2ro/x

sixz > 0.

—Z_
e 202

A
Soit A > 0. La fonction ¢ : @ — =(1 + sin®) est C! et strictement croissante sur

2
A
[—g,;ﬂ. De plus, Lp(—g) =0et ¢ (g) = . En posant t = 5(1 + sinf), on a
dt = 5 cosfdf. De plus,

)\2 o )\2 9
t(/\—t)—I(l—sm 9)_ZCOS 6.

Ainsi, le théoréme de changement de variable assure que l'intégrale

At
I:A NGO

est de méme nature que l'intégrale

/”/2 %/\cos&d@ :/”/2 40
—x/2 5|cosd| -y

qui converge en vaut m. On en déduit que l'intégrale I converge et :

/Adtzw
0 s/t()\ft)

a. Remarquons que N3 suit la méme loi que M. La variable aléatoire S est la somme
de deux variables aléatoires indépendantes (d’aprés le lemme des coalitions) a den-
sité. Elle admet donc une densité fg donnée par le produit de convolution :

fsixz— / far (@) far(x —t) dt.
0
Soit x € R. Remarquons que :

t>0
r—t>0

S0i<t<a.

fM(t)fM((ﬂ — t) 7£ 0< {

Siz <0, alors fg(z) =0.
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Sixz >0, alors :

1 __z

r dt
= — o2,
2mo? /0 Vil —1t) 202 €

oz
e 202

fs(x) = /Ox @ fu(z—t)dt =

La fonction

0 six <0,
fs:iz— 1 _ =

ﬁe 202 SIZC>0.
(o}

est une densité de S.

1
On remarque que S suit une loi exponentielle : S — &€ <22)
o
b. Notons Fg la fonction de répartition de S et Fz celle de Z. Pour tout réel z,
Fz(2) =P(Z < 2) =P(S < 2%) = Fg(z?).

Puisque la fonction Fg est continue sur R, F U'est aussi par composition (avec la
fonction carré, elle aussi continue sur R).

Puisque la fonction Fg est C' sur R sauf éventuellement en 0, F; ’est aussi par
composition (car z2 # 0 < z # 0).

On en déduit que Z est une variable & densité, dont une densité est donnée par :

) 0 siz <0,
fzi2—22F,(2°) =< =z _=2 |
—€ 207 siz>0,
o




