Mathématiques DS 5 (3h) BCPST 2 Jean-Baptiste Say

‘ Questions de cours ‘

1. Enoncer deux propriétés (I'une de régularité, 'autre calculatoire) de la fonction ® de répartition de la loi normale
centrée réduite.

2. Enoncer I'expression d’un vecteur dans une base orthonormée.

3. Enoncer le théoréme d’existence du projeté orthogonal d’un vecteur sur un sous-espace vectoriel de R”.

Exercice 1

Rappel : la méthode d’Euler permet d’approcher la solution ¢ d’une équation différentielle au voisinage d’un point
connu, en utilisant, de proche en proche, l'approximation affine de la fonction au voisinage de chaque point :

en tout point a, p(a+ h) =~ p(a) + h¢'(a) lorsque h est petit.

On cherche 'unique solution y de 1'équation différentielle (E) : V¢ € [0, 7], v/(t) = sin(y(t)) vérifiant y(0) = 1.
En subdivisant I'intervalle [0, 7] en 1001 points équirépartis (tx)o<k<1000, on cherche a approcher les réels y(¢x) par une
suite finie (yx)o<k<1000 par la méthode d’Euler.

1. Préciser la valeur de yo puis exprimer, pour tout k € [0,999], yx+1 en fonction de yi et d’un réel h & définir.

2. En déduire un script Python représentant la solution approchée par la méthode d’Euler.

Exercice 2

0 -2 -2
Déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telle que | =2 3 —1| = PDPT.
-2 -1 3

Exercice 3

Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite. Le but de cet exercice est de montrer que X admet
des moments de tout ordre.

1. Rappeler sans justification la valeur de E(X*) pour k appartenant a {0,1,2}.

2. Soit k un entier naturel supérieur ou égal & 2. On suppose que X admet un moment d’ordre k — 2.
Montrer que X admet un moment d’ordre k et E(X*) = (k — 1)E(X*2).

(2n)!
2np!’

3. Montrer que, pour tout n € N, X?” admet une espérance, égale a E (XQ") =

4. Montrer que, pour tout n € N, X?"*1 admet une espérance qu’on déterminera.

5. Conclure.

Exercice 4

Pour oo € R et r € R%, on définit la fonction ¢, sur R par :
a—1

ga,r(t) = ro

0 sinon.

sit €]0,r|

1. Montrer que £, est une densité de probabilité sur R si, et seulement si, a > 0.

Dans toute la suite de ce probléme, on supposera cette condition réalisée.
2. On considére une variable aléatoire X admettant £, , pour densité. On note L(a,r) la loi de X.
a. Déterminer la fonction de répartition F' de X.

X
b. Reconnaitre la loi de la variable aléatoire W = —In <>
r
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3. Soient A, u € R%. Soient Uy et Uz deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant les lois exponentielles
de paramétres respectifs A et u.

a. Montrer que la variable aléatoire —Us est & densité et déterminer une densité.

b. Montrer que Uy — Us est une variable & densité, de densité donnée par :

A
\ f e sit>0
Iyt )\MH
eht sit<0
A+
c. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes, suivant respectivement les lois L(a,r) et
R X
L(B,s), avec («a, B,1,8) € (Ri)4. A Taide de ce qui précéde, donner la loi de Z = —In (sy> En déduire :
r

Bs\@ .

<7) sis<r

PX<y)=gatB

1-— <7) sir <s.
a+ B \s

| Exercice 5 (G2E 2017) |

On munit R” du produit scalaire canonique, noté (- | -). On s’intéresse aux endomorphismes de R™ vérifiant la relation

(E) : Vx e R", (x| f(z)) = 0.

1. Etude d’un exemple dans R3.

On considére 'endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique de R? est

1 2 2 =2
AZE 2 5 1
-2 1 5

a. (i) Déterminer Ker f et en donner une base, puis démontrer que : Yu € R3, f(u) —u € Ker f.
(ii) Montrer que Im f est un plan P d’équation 2z — y + z = 0. Donner un vecteur normal & ce plan.
(iii) En déduire que f est une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel de R3 & expliciter.
b. Soit & = (21, x2,x3) € R3.

(i) Calculer la distance du vecteur z au plan P. En déduire que :
201 —
(201 = @2 + 23] ngrx?" < \Jad + a3 + 23

(ii) En déduire que :
—4x 19 + 42123 — 20903 < Qx% + 5x% + 5%%.

(iii) Calculer (x| f(z)). Conclure.

2. Etude d’un exemple dans R".

Soit A € My,(R). On note f l'endomorphisme de R™ canoniquement associé & A. On note enfin f*
I’endomorphisme de R™ canoniquement associé a AT

a. (i) Démontrer que : Yo € R", (f(z) | z) = (x| f*(x)).
(ii) En déduire que f vérifie (E) si, et seulement si f + f* vérifie (E).
(iii) Justifier qu’il existe une matrice diagonale D € M,,(R) et une matrice inversible Q € M,,(R) telle que
Q' =QT, vérifiant A+ AT =QDQ .
(iv) En déduire que f vérifie (E) si, et seulement si Sp(f + f*) C R™.
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2 1 1 1 1

b. Dorénavant, A et B désignent les matrices A = 1 S etB=|0 ¢ | de M, (R).
T | o
1 ... 1 2 0O ... 0 1

(i) A l'aide d'une des questions précédentes, montrer que f vérifie (E) si, et seulement si ’'endomorphisme
¢ canoniquement associé & B vérifie (E).
(ii) Justifier que g n’est pas diagonalisable.
(iii) Montrer que 1 est valeur propre de A et donner la dimension de ’espace propre associé. Montrer que A
admet une seule autre valeur propre : n 4+ 1. Que peut-on en conclure sur f 7

3. Soient X1,..., X, n variables aléatoires aléatoires indépendantes suivant la loi de Poisson de paramétre 1.

a. Démontrer que la matrice

(E(Xin)) 1<i<n

1<y<n

i.e. la matrice dont le coefficient a la i-éme ligne et la j-éme colonne est E(X;X;) pour tout (4,5) € [1,n]?,
est la matrice A définie en 2.b.

b. Démontrer que :

n 2
Vo = (z1,...,2,) € R, (z | f(z)) =E (Zkak>
k=1

c. Retrouver que f vérifie (E).



