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Partie I. modéle d’évolution de Wright-Fisher 4. On peut alors montrer par récurrence que, pour tout n € N, V,, = M"™V;,. On en déduit
. alors que, pour tout n € N, P(X,, =1) = T]P)(Xo =1)et:
Etude d’un cas particulier. 2
1 1
1. Soient n € N et j € [0;2]. D’aprés la formule des probabilités totales, appliquées avec P(Xn=2)= (2 - 2n+1) P(Xo =1) + P(Xo = 2).

le systéme complet d’événements (|X,, =1 i on trouve que : . . . .
Y p ven ([Xn = )ocice, rouve qu Puisque les variables aléatoires X,, sont finies, elles admettent une espérance et :

2 vn eN, E(X,) = P(X, =1) + 2P(X,, = 2)
P(Xpi1 =J) =Y PX (Xny1 =3 | Xn =1). 1 1
i=0 = 3 P(Xo=1)+ ( 2) (Xo=1) + 2P(X, = 2)

déduit :
On en déduit que =P(Xo=1) +2P(Xg = 2) = |E(Xp).

P(X’I’LJFI = 0) P(Xn = 0) + %P(Xn = 1)

1 20
1
Vi1 = [P(Xpy1=1) | = iP(X, =1) =1{0 % 0l v, De plus : Vn € N, P(X, €{0;2}) =1-P(X, =1) =1- z—n]P(X 1). Ainsi :
— 1 1
P(X,11 =2) P(X, =1) +P(X 2) 0 7 1 hm }P’(X c{0:2}) = 1.
n—+
1 .,
2. On trouve aprés calcul que Sp(M) = {1, 2} et : Cas général.
1 0 . 1 5 a. La somme S; est I’espérance de la loi binomiale B (2]\7 2]\7) ie.

Ker(M — I3) = Vect 8 ) (1) et Ker (M 3 I3> = Vect _12 . b. Les variables aléatoires X,, sont finies (& valeurs dans [0,2N], elles admettent

donc une espérance. FEn appliquant la formule des probabilités totales avec le

systéme complet ([X,, = ¢])ogican, on trouve :
On en déduit que M est diagonalisable (la somme des dimensions de ses sous-espaces Y (Xn = os

propres est égale & 1) et M = PDP~! oul
n+1 ZJ]P n+l1l — J

1 0 0 1 0 1
D=0 1 0| etP=|0 0 =2
00 1 01 1 :ZQFmM:N&ﬂW&:n

j=0 =0

3. On peut montrer par récurrence que, pour tout n € N, M™ = PD"P~!. Aprés calculs

N oNN [0 ) i \*N7
on trouve que : = Z Z ( ) (QN) (1 - 2N> P(X, =1)

1 % 0 1=0 | j=0
ptlt=10 5 1 2N
0 -1 0 :ZSiIP’(X =
i=0
Ainsi, on obtient :
1 Lo 10 =D P(X, =
vneN, M"== 1[0 = 0]. =
0 % o 271% 1 =|E(Xy).
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c. La suite (E(X,))nen est donc constante égale & E(Xp). On en déduit que les
fréquences alléliques sont identiques d’une génération & une autre.

6 a. Remarquons que :
P (Xn41 € {0;2N} X, = k)
— P (X1 = 0| X, = k) + P (X1 = 2N| X, = k)

k 2N L 2N
= <1 - m) + <2N)
B IN — k 2N N k 2N
a 2N 2N

L
2N

L 2N 1 2N

1 2N
: —k)=2(—=) .
P(Xpi1 € {0;2N}|X, = k) > 2 (2 N)

2N 1\2V
Puisque k£ > 1, ( ) > <2N> . Puisque £k < 2N — 1, 2N —k > 1 et

b. En utilisant la formule des probabilités totales avec le systéme complet
d’événements ([X,, = k])ock<an, on trouve :

2N
Unp1 =P(Xni1 € {0,2N}) =) Pix, i (Xni1 € {0;2N}) P(X,, = k)
k=0

D’aprés ’énoncé,
]P)[ano] (Xn—i-l S {07 QN}) = P[X,,LZQN] (XTH-I e {O’ QN}) =1.
Ainsi :
Pix, 0] (Xnt1 € {0;2N}) P(X,, = 0)
+P(x, —on] (Xn+1 € {0;2N}) P(X,, = 2N)
=P(X, =0)+P(X,, =2N) = u,

De plus, d’aprés la question précédente, on a :

2N—-1 1 2N 2N—1
> Pix, -1 (Xni1 € {0:2N} P(X,, = k) > 2 () > P(X, =k)
k=1

Ainsi :

1\2N
VYn €N, Uupp1 = up +2(1 — uy) <2N> .

c. Pour tout n € N, w,y1 = (1 — @)w,, + a. La suite (wy,)nen est arithmético-
géométrique. En posant t,, = w, — 1, pour tout n € N, on trouve que :

YneN, tpyr =w, — 1+ a(l —w,) = (1 — @)wy,.

La suite (t,)nen est donc géométrique de raison « €]0,1[. On en déduit qu’elle

lim w, =1|

converge vers 0 et ainsi que :
n—-+o0o

2N
d. Posons oo = 2 (2]\7) . Puisque N > 1, « €]0,1[. Montrer par récurrence que,

pour tout tout n € N, u,, > w,.
L’initialisation est triviale. Soit n € N tel que u,, > w,. D’aprés la question 2.b,
on a :
2N 2N
1 1
Unt1 = Un + 2(1 — uy) oN > wp +2(1 — wy) N = Wpt1-
La propriété est initialisée et héréditaire, elle est donc vraie pour tout n € N.

Pour tout n € N, on a w, < u, < 1 (u, est une probabilité). La question
précédente et le théoréme d’encadrement de limites assure alors que :

lim wu, =1.
n—4oo

On en déduit qu’aprés un grand nombre de générations, il est quasi-certain que
tous les individus soient homozygotes.

On illustre ici un phénomeéne de dérive génétique.
Partie II : Equilibre de Hardy-Weinberg

7 La variable aléatoire N; est égale au nombre de succés (“étre du type 17) lors de la
répétition de N expériences indépendantes de Bernoulli de probabilité de succés p;.
La variable aléatoire Ny suit donc la loi binomiale B(N, p1).

Par le méme raisonnement, No (resp. N3) suit donc la loi binomiale B(N, ps) (resp.
B(N7 p?)))
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8 Le cours donne directement que E(N1) = Np; et V(Ny) = Npi(1 — py).
N1 —Np

Npi(1—p1)
N7 qui suit une loi binomiale. Le théoréme de Moivre-Laplace assure que, pour tout

(a,b) eR tel que a < b :
< T dt.
)=

. Ny — N N1 = INpr

lim Pfa<
N —+4o00 Npl(l — pl

10 a. Puisque Cov(Ny, N3) = Cov(N3, N7), la matrice W est symétrique réelle donc

diagonalisable d’aprés le théoréme spectral.

9 La variable aléatoire est la variable aléatoire centrée réduite associée a

b. Puisque Nj et N, admettent une variance, alN; + bN, aussi et

V(aN; + bNy) = a*V(Ny) + 2ab Cov(Ny, N) + b*V(Ny)
= V(aN1) + 2 Cov(aNy,bN3) + V(bN3)

D’autre part, on trouve que :

a aV(Nyp) + bCov(Ny, No)
(@ )W (b) =(a ) <acov(N1,N2) +bV(N2))
= a?V(N1) + 2ab Cov(Ny1, Ny) + b*V(No)
= V(aNy + bN>).

a

c. Soit A\ une valeur propre de W. Notons X = (b

) un vecteur propre de W associé

(a b)W (Z) =X(a ) (Z) = Ma? + %) = \| X2

Puisque X est un vecteur propre, (a,b) # (0,0) et ainsi || X||? # 0. D’aprés la
question précédente, on trouve que :

A= V(aN1+bN2) >0

1
X112
On en déduit que toutes les valeurs propres de W sont positives.
d. Supposons par I’absurde que 0 est valeur propre de W.
Notons X = (Z) un vecteur propre de W associé & 0. D’apres les calculs de la

question précédente, V(aN7 4+ bN3) = 0. On en déduit que la variable aléatoire

aN71 + bN; est constante presque-stirement. Le couple (N7, No) prend les valeurs
(0,0), (0,1) et (1,0) avec des probabilités non nulles donc la variable aléatoire
alNy + bNy prend les valeurs 0, a et b avec des probabilités non nulles. Puisque
(a,b) # (0,0), la variable aléatoire aN; + bNy prend au moins deux valeurs dis-
tinctes, ce qui est absurde.

On en déduit que 0 n’est pas valeur propre de W et donc que W n’admet que des
valeurs propres strictement positives.

e. D’aprés la question 10.a, il existe une matrice orthogonale P € Mjs(R) (donc

0
D’aprés la question précédente, A > 0 et u > 0. Posons

inversible et vérifiant PT = P~1) et une matrice diagonale D = </\ 2) telles

que W = PDP~1L.
VA0 . o .

D = 0 i) La matrice diagonale D est bien inversible puisque ses coeffi-

cients diagonaux sont non nuls.
On remarque que D? = D. On en déduit donc que W = PD?P~1,

11 Calculons AW AT .

AW AT = (D' P~Y) (PD2P~Y) (D' PT)" = DP~* (PD™') = DD = I,
On en déduit que V(Y7) = V(Y3) =1 et Cov(Y7,Y2) = 0.
12 a. Puisque N1 + Ng =N — Ng, V(Nl + NQ) = V(N - N3) = V(Ng) = Npg(l —pg).

b. Puisque Nj et Ny sont finies, (N1, N3) admet une covariance.
Puisque V(N; + N3) = V(Ny) + 2 Cov(Ny, Na) + V(Nz), il vient que :

Cov(Ny, Np) = % (V(N1 + N2) — V(Ny) — V(Na))
% (Np3(1 —p3) — Npi(1 —p1) — Np2(1 — p2))
= g (1 =p1 = p2)(p1 +p2) = pr(1 = p1) — p2(1 = p2))
= —Np1p2.

c. Les valeurs propres de W sont non nulles donc la matrice W est inversible. Puisque
W e M2(R), il vient que :

W_l _ 1 V(NQ) 7COV(N1,N2)
V(Nl)V(NQ) — COV(Nl,N2)2 —COV(Nl,NQ) V(Nl)
_ 1 (NPQ(l — p2) Npip2 )
N2p1pa(1 —p1)(1 — p2) — N2pip3 Npip2 Npi(1—p1)

-1 <P2(1 — p2) p1p2 ) '

Np1paps P12 pi(l—p1)
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d. Calculons AT A :
ATA= (D7'PTY" (D7'PT) = PD?PT = PD2P~' = (PD*P1) !
Calculons enfin Y + Y7 :

Y12 + Y22

_ A(Nl_Npl) TA(Nl_Npl
Ny — Nps Ny — Nps

N, — N
— (N; — Np; No— Npo) ATA (L7 "D
( 1 b1 2 pz) (NQNPQ

Ny — Npo

1 p2(1 —p2) P1p2 ) <N1 - Np1>
- (M -Np, No—N
Np1pap3 (Vi pr P2) < P1p2 p1(1—p1)) \ N2 — Np

_ 1
Np1pap3

=(N1—Np1 Ny—Np) W™! (Nl B} Np1>

(N1 —Np1  Na— Npy) <

=W

p2(1 — p2) (N1 — Np1) + pip2(No — Np2)
p1p2(N1 — Np1) +p1(1 — p1)(No — Npo)

_ p2(1 — p2) (N1 — Np1)? + 2p1pa(N1 — Np1)(Na — Np2) + pi(1 — p1) (N2 — Np)?

Npipaps

On remarque que le double produit du carré (N; —Np;+No—Np)? = (N—Np3)?

N — Np3)2+ S
est 2(N1 — Np1)(Na — Npy). Ainsi Y12+Y22:p1p2( p3)” + ol
Np1pap3

S = (pa(1 —pa) — p1p2)(N1 — Np1)? + (p1(1 — p1) — p1p2) (N2 — Npo)?
= paps(N1 — Np1)? + pips(Na — Np2)2.

On en déduit que :

p1p2(N — Np3)® + paps(N1 — Np1)® + pips(Na — Npo)?
Np1pap3
(N — Np1)2 (N — Np2)2 (N — Np2)2

= + +
Np; Npo Npa

Y12 4 Y22 —

Partie III. Etude la loi limite

13 Notons  la fonction de répartition de Z.

On trouve aprés calculs que la fonction de répartition de la variable Z? est la fonction

I3 £ sit<0
2
i 20(VE) —1 sit>0.

La fonction Fy2 est trivialement C' sur R’ . Puisque la fonction ® est C! sur R, et la
fonction ¢ — v/t est C! sur R?*, la fonction Fz» est Cl sur R%. On en déduit que Fz»
est C! sur R sauf éventuellement en 0.

. 1
Etudions la continuité de Fz2 en 0. Remarquons que lim Fz2 = 0. Puisque ®(0) = 3
ol

et puisque P est continue sur R, Fiz2(0) = lir+n Fy =0.
0

La fonction F2 est ainsi continue en 0 donc sur R et C! sauf éventuellement en 0. La
variable aléatoire Z?2 est donc & densité et une densité de Z2 est donnée par la fonction

0 sit g 0 1 .

fz2 it 1 . . = e 21g- (1).
——e 2 sit>0 V2t +
V27t

La variable Z admet une variance donc un moment d’ordre 2, i.e. Z2? admet une
espérance. D’apres la formule de Konig-Huygens, on a :

E(Z*) =V(Z)+E(Z)* =1.

Soit x un réel strictement positif.

La fonction du second degré (t+ t(x —t)) est continue et strictement positive
sur lintervalle ]0,x[. Par opérations sur les fonctions, il vient que la fonction

dt .
t — ————| est continue sur ]0, x[.
t(x—t

. 4 . . . .
La fonction ¢ : ¢ — — est continue et strictement croissante sur l'intervalle ]0, z].
x
1

t
Remarquons que ¢(]0, z[) =]0, 1[. En posant u = —, on a dt = —.
x x

Puisque I'énoncé admet que h est définie sur R , I'intégrale h(z) converge et le théoréme
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de changement de variable assure que :

* dt
o) = /0 Vi(z—t)
! xdu

~Jo Vaule —wu)
B ! du
B /0 Vu(l —u)
= h(1).
On en déduit que la fonction h est constante sur RY .

16  a. Les variables aléatoires X et Y étant indépendantes, les variables X2 et Y2 le
sont aussi. Puisque X2 et Y2 sont aussi 4 densité, leur somme est une variable a
densité, de densité h donnée par :

+oo
h:zH[ fz2(z =) fz2(t) dt

Soit z € R.
z—y>0
fZQ(Z_y)fZ2(y)7éO<:>{ Y s0<y<z
y>0
On en déduit que h(z) = 0 pour tout z < 0 et :
# ]. z—t t ]. z C z
Vz >0, h(z :/ —————e¢ 2 e 2dt=—h(z)e 2 = —e 2
) 0 2my\/t(z —1t) 2 () 27

C _:
Une densité de X? + Y2 est donc ;| h: 2 +— 2*675]1]1{1 (2)
7r

b. On remarque que h est un multiple d’une densité de la loi exponentielle de
paramétre > ce qui implique que h est une densité de cette loi (son intégrale

sur R vaut 1).
1
On en déduit que et X%+ Y2 suit laloi € (2)

Ainsi: [E(X?+Y?) =2et V(X?+Y?) =22 =4.

* *



