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Introduction

a. Il y a 9 dérangements, i.e. dy =9 :

e six permutations circulaires :

1 112(314 i 112 4 i 112(314
o1(i) |23 [4|1 o9(i) |2 14|13 o3(i) [3 421
i 112(314 i 112 4 i 112(314
og(i) 31142 o5(1) |43 |12 og(i) 41123
e ct trois doubles transpositions :
i 112314 i 113124 i 114213
o7(i) 2143 og(i) [3 1|42 og(i) 41132

b. On raisonne a 'aide de la formule des probabilités composées :

1
e La probabilité que o(1) = 3 est 3

1
e sachant que o(1) = 3, celle que o(3) = 2 est 3
e sachant que o(1) = 3 et 0(3) = 2, la probabilité que o(2) =4 et 0(4) =1

est —.
2

1
Ainsi la probabilité de choisir o est 3 Il n’y a donc pas de tirage uniforme

} ) 1 1
(car sinon on aurait trouvé — = —).

d 9

Partie I

n
1. a. La fonction ¢t +— —‘e*t est continue sur R, de primitive donnée par la
n!

fonction
X in

t
F:x— e tdt
0 TL‘

Puisque P, est polynomiale, P, + f, est dérivable sur R et :

n—1 T n

J t n
Vz € R, (P + fo)(z) = Z % + e i ﬁe_t dt + % = Py(z) + fu(z).

On en déduit que la fonction P, 4 f, est solution de I’équation différen-
tielle linéaire homogeéne ' —y = 0 avec pour condition initiale y(0) = 1.
On en déduit immédiatement que :

Ve € R, Py(x) + fn(z) =€".

. La fonction t — e~ est continue sur I'intervalle [—1, 1]. Elle admet donc un

maximum sur cet intervalle qu’on notera K. Ainsi, pour tout z € [—1,1],
on trouve (aprés avoir appliqué I'inégalité triangulaire) que :

x t T
|fn(x)|<e/ e_tdthe/
0 0

n

dt.

n
n! n!

En distinguant par exemple selon les valeurs positives et négatives de =,

Ke .
m, on trouve bien que :
n !

Vo € [<1,1], |fa(@)] < Cla™.

et en posant C' =

. Supposons par l'absurde que tous les coefficients a; ne sont pas nuls pour

k € [0,n]. Notons kg le plus petit indice k tel que ay # 0.
Soit & au voisinage de 0. On a alors :

Qz) _ f: apz o a
ko z—0 o
k=ko
O Q(m) < C n+1_k0 O . 1. . W _ O . .
r R | S || x—;()—> , impliquant ainsi que ay, = 0, ce qui est
absurde.

On en déduit donc que tous les coefficients a sont nuls pour k € [0, n].

. Posons @, : © — P,(x)P,(—x) — 1. Puisque P, est de degré n, @, est un

polynome de degré 2n. Soit z € [—1,1].

|Qn(a)| = |(€” = fn(x)) (67" = fu(z)) — 1| d’apres la question 1.a
= [fu(@) fu(—2) = " fu(—2) — e " fu()]

| fo(@) fa(=2)] + € fu(—2) + e fu(2)]

C?|x|*" T2 4 2Ce|z|" ™" d’aprés la question 1.b

(C? +2C¢)|z" .
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D’aprés la question 1.c, tous les coefficients des monémes de @Q,, de degrés
inférieurs ou égaux a n sont nuls, i.e. X"t divise Q,. Il existe donc un
polynéme R, tel que :

Vo € R, Py(z)Py(—x) =14+ 2" R, (z).

. Il y a n! permutations de [1,n], i.e. card(S,) = n!, donc par équiprobabi-
card(Son)  dn

card(S,)  n!’

. Choisir une permutation de T7 revient & choisir une permutation sans
point fixe d'un ensemble a n — k éléments. Ainsi, card(T7) = d;,—k.

lité des permutations, pg, =

. Supposons que k # n. Puisque les T (de cardinal k) sont disjoints (et au
nombre de (2)) et que leur réunion décrit I’ensemble S, 5, des permutations
& exactement k points fixes,

n
card(Sy ;) = Z card(T7) = <k;> dp—k-
TICSn
Par équiprobabilité des permutations et d’aprés la question 2.a :

~card(Spk) 0 dpop 1
Pk = T T K — k) RIPOE

Le résultat est encore (trivialement) vrai pour k = n.

Puisque les ensembles (S, 1)o<k<n forment un systéme complet de S,,,
n n d
o . n—k
L= pnk=), K(n — k)]
k=0 k=0

. Pour tout k£ € [0,2n], notons

. Pour tout réel z, G, ( ZZ ' i

=0 j=0
ay, le coefficient du mondéme de degré k de G. Il vérifie :

d,

]

aw= D iy

0<ij<n
i+j=k

Si k € [0,n], alors, en vertu de la question précédente, on a :

d—;
“’“:Zz'!(k—z’)! =1
0

Sik e [n+1,2n], alors :

n

0<ap= ZZ, p— <Zz'd’” =

i=k—n

. Pour tout x € R, on a :

Gn(x)Py(—1) = Py(2)Py(—2)Dy(z) = Dy(z) + 2" Dy (2) Ry ().

d
Le coefficient de degré n de D,, + X "t1D, R, étant celui de D, c’est —7:

n!
Le coefficient de degré n du polynéme x — G, (z)P,(—x) est :

n 1 k n ] k
kz_oan"“( k!> :Z( k:!) '

k=0

Puisque ces deux polynémes sont égaux, on a bien :

" (=DF  d,
Z(k:!) ~ ol

k=0

. D’apreés la question 3.a, on a :

Z:U—I—Zakx.

k=n+1
Puisque |z| < 1, on sait que
S|
lim Tzt = —.
n—-+o0o 1—=z
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. 1 e
De plus : b. Pourn >k, ppn = —P0n—k ——. La suite (pg.n)nen converge donc
’ k!5 n—+oo k! ’
2n 2n n—1 too Elas e ! Lo Ao .
Z apzt| < Z mk < mnﬂ Z z) < ’x‘n-kl Z |z = s 0. vers pr = o La série Zpk est une série exponentielle ; elle converge
1 — |z n—otoo keN
k=n+1 k=n+1 7=0 7=0
donc et :
—+00 “+oo 1k
! YIETED S
On en déduit que lim Gp(r) = ——, puis que lim D,(x) = | :
1 n—>-&-o<)> n( ) 1—=x P 4 n—-+oo n( ) 1—=x k=0 k=0 k!
) Gp(x

uisque Dy (x) = .
(puisq n(®) Pn(:zr)) c. Pour tout k e N, P(X =k) = Ee_l ; la variable aléatoire X suit donc la

) . 1 loi de Poisson de paramétre 1. Son espérance et sa variance sont égales a

4. a. Soit k € [1,n]. Grace a la question 2.c, on trouve que DPkn = gpo,n,k et 1 P P v &
1 1 ' '

Pn—1k-1= Wpo,n—k donc Pnk = %pk—l,n—b . x
Puisque X, est une variable aléatoire finie, elle admet une espérance, égale *

a:
n n n—1
E(Xn) = kak,n = Zpk—l,n—l = ij,n—l =1
k=0 k=1 §=0
b. On applique le théoréme du transfert sur la variable aléatoire finie
Xn(Xp—1):
n n n—2
E(Xn(Xn - 1)) = k(k - 1)pn,k = Zpk—Z,n—2 = ij,n—2 =1
k=0 k=2 §=0
En appliquant la formule de Konig-Huygens et la linéarité, on trouve :

V(X,) =E(X?) —E(X,)? = E(X, (X, — 1)) + E(X,) - E(X,)? = 1.

5. a. D’aprés les questions 2.a et 3.b, on a :

dn <~ (=D)F 1
Pon = m = Z — e .

k! n—o+oo
k=0

La suite (po,)nen converge donc vers py = e~ L.



