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Début de l'épreuve 

Le sujet est composé de trois parties. Les deux premières parties sont largement indépendantes. Elles 
traitent de l'étude d'un problème de minimisation, dans un cadre discret dans la première partie, et dans 
un cadre continu dans la deuxième partie. On pourra admettre les résultats des deux premières parties 
pour aborder la troisième partie. 
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Partie 1 

Soit n un entier naturel supérieur ou égal à 2 fixé, et soit [1, n] l'ensemble des entiers naturels compris
entre 1 et n.

On appelle permutation de [1, n] toute bijection de [1, n] sur [1, n], et on définit la matrice d'une
permutation p cle [1, n] comme la matrice lvf à n lignes et n colonnes de cœfficients lvlij tels que Mij = 1
si j = p(i) et Mij = 0 sinon, où i E [1, n] est l'indice de ligne et j E [1, n] est l'indice de colonne. 

On appelle matrice bistochastique de taille ( n, n) une matrice à n lignes et n colonnes de cœfficientsn n 
Mij positifs tels que L Mij = 1 pour tout i et L Mij = 1 pour tout j.

j=l i=l 

Soit alors les 2n nombres réels x1 � · · · �, Xn et Yl � · · · � Yn · Dans cette partie on se propose de
minimiser la quantité

n n 

C(M) = L L (YJ - xi ) 2 Mij 

i=l j=l 

parmi les matrices bistochastiques M de taille (n, n) et de cœfficients Mij.

1.1. (Question préliminaire) Montrer qu'une matrice de permutation est une matrice bistochastique.
1.2. (Question préliminaire) Soit les 2n nombres réels b1, ... , bn, ci, ... , Cn. Montrer que

n n n n
i=l j=l i=2 j=i

1.3. (Exemple) Dans cette question uniquement n est égal à 3.
1.3.1. Déterminer toutes les permutations de [1, 3] et écrire leurs matrices.
1.3.2. Soit les nombres :r1 = 0, x2 = 1, X3 = 2, Yl = 0, Y2 = 1 et y3 = 4. Calculer la quantité

::1
L (Yp(i) - :ri)

2 

i=l 

pour chaque permutation p de [1, 3] et déterminer la ou les permutations rendant minimale cette quantité.

1.4. (Exemple) Dans cette question uniquement n est égal à 2, et on considère les nombres x1 = 0, x2 = 1,
Y1 = 1 et Y2 = 4.
1.4.1. Étant donné un réel r E [O, 1], calculer C(Jtf) pour la matrice bistochastique

M= ( 1-r
r 

r )1-r 

1.4.2. Montrer que, parmi les matrices bistochastiques J\.1 de taille (2, 2), la matrice identité est l'unique
matrice rendant minimale la quantité C(M).
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1.5. (Matrices de permutation) 
1.5.1. Soit p une permutation de [1, n]. Montrer que 

n n 

LYp(j) ~ LYj 
j=i j=i 

pour tout i = 1, ... , n, avec de plus égalité pour i = l. En déduire que 

n n 

L (Yp(i) - Xi)2 Ç L (Yi - Xi) 2 . 

i=l i=l 

On pourra développer les carrés et utiliser la question 1.2. 

1.5.2. Montrer que, parmi les matrices de permutation It1, la matrice identité rend minimale la quan­
tité C(M). 

1.6. (Matrices bistochastiques symétriques) 
1.6.1. Montrer que 

pour tous i,j = 1, ... ,n. 

1.6.2. En déduire que 
n n n 

L L (Yj - Xi)2 Mij Ç L (Yi - Xi) 2 

i=l j=l i=I 

pour toute matrice bistochastique symétrique NI de taille (n, n). 

1.6.3. Montrer que, parmi les matrices bistochastiques symétriques M de taille (n, n), la matrice identité 
rend minimale la quantité C(M). 

1.7. (Cas général) 
1. 7 .1. Soit M une matrice bistochastique de taille ( n, n). Montrer que 

n n n 

j=i k=I j=i 

pour tout i = 1, ... , n. Pour i ç 2 on pourra montrer qv,e 

n i-l n i-l 

LLJtfjirYk ~ LLMkjYj· 
j=ik=l j=i k=1 

En déduire que 
n n n 

L L (Yj - Xi) 2 Mij ç L (Yi - Xi) 2 . 

i=l j=l i=l 

1. 7. 2 Montrer que, parmi les matrices bistochastiques M de taille ( n, n), la matrice identité rend minimale 
la quantité C ( M). 

1. 7.3. Si de plus x1 < · · · < Xn et Yl < · · · < Yn, montrer que, parmi les matrices bistochastiques M de 
taille (n, n), la matrice identité est l'unique matrice rendant minimale la quantité C(M). 
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Partie 2 

Soit (n, T, IP') un espace probabilisé, et notons JE [W] l'espérance d'une variable aléatoire W sur n. 

Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [O, l]. 

Soit de plus f une fonction continue strictement positive sur [1, 2] et telle que 12 f(x) dx = l. 

Soit enfin Y l'ensemble des fonctions S continues de [O, 1] dans [1, 2] et telles que la variable aléatoire 
S(U) admette f comme densité de probabilité. 

Dans cette partie on se propose de minimiser la quantité JE [ ( S (U) - U) 2] parmi les fonctions S de Y. 

2.1. (Exemple) Dans cette question uniquement f est la fonction constante égale à 1. 

2.1.1. Montrer que (JE [g(U)l) 2 :(; JE [g(U)2] pour toute fonction g continue sur [O, l]. 
On pourra considérer la quantité JE [ (g(U) - JE[g(U)J)2]. 

Montrer qu'il y a égalité si et seulement si la fonction g est de plus constante. 

2.1.2. Montrer que la fonction So sur [O, 1] définie par So(x) = x + l est l'unique fonction rendant 

minimale la quantité JE [ (S (U) - U) 2] parmi les fonctions S de Y. 

Soit V une variable aléatoire admettant la densité de probabilité f. 

2.2. Montrer que la restriction à [1, 2] de la fonction de répartition Fv de la variable V réalise une 
bijection de [1, 2] sur [ü, 1] et que sa fonction réciproque F111 sur [O, 1] appartient à Y. 

Montrer de plus que Fv 1 est l'unique fonction de Y qui soit strictement croissante. 

2.3. Soit Sune fonction de Y fixée et soit s la fonction définie sur [ü, 1] par s(u) = 11 S(x) dx. 

2.3.1. Montrer que 11 11 
xS(x)dx= s(u)du. 

0 0 

2.3.2. Si E est un sous-ensemble de IR2 on note lE la fonction de IR2 dans IR telle que lE(x, y) 
( x, y) E E et 1 E ( x, y) = 0 si ( x, y) tJ- E. · 
Pouru E [O, 1] montrer que 

s(u) = fo2 [fo 1
1A(x,y)dx]dy 

où A est l'ensemble { (x, y) E [O, 1] x [O, 2]; x ;?: u, S(x) ;?: y}. 

= 1 si 

On pourra admettre et utiliser le théorème de Fubini sous la forme suivante : si g et h sont deux fonctions 
continues de [ü, 1] x [O, 2] dans IR et E est l'ensemble {(x, y) E [ü, 1] x [O, 2]; g(x, y);?: 0, h(x, y);?: 0}, alors 

fo 1 [fo2
1E(x,y)dy]dx = fo2 [fo 1

1E(x,y)dx]dy. 

2.3.3. Pouru E [O, 1] et y E [O, 2] montrer que 

IP'[u;?: u,S(U);?: y] :(; IP'[u;?: u,F111 (U);?: y]. 

2.4. Montrer que, parmi les fonctions S de Y, la fonction F111 rend minimale la quantité JE [ (S(U)-U) 2J. 
Comparer ce résultat au résultat obtenu pour l'exemple de la question 2.1. 

Partie 3 

Comparer les résultats énoncés et les méthodes proposées dans les parties 1 et 2. 

Fin de l'épreuve 
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