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L’épreuve est composée de quatre parties. Les parties 1, 2 et 3 sont indépendantes. On pourra
admettre les résultats des parties 1 et 3 pour traiter la partie 4.
Dans ce qui suit, on utilisera les notations suivantes.

e On note R 'ensemble des nombres réels.

e Une fonction continue f : R — R est a support compact s’il existe z_, z; € R, avec
r_ <xy, telsque f(z) =0siz <z_ouxz >uz,.

e Soit ¢ > 0. On note I',2 la Gaussienne de parQamétre 02, c’est-a-dire la fonction de R dans

R, définie pour = € R par T'y2(z) = —— e 207,

oV 2
e Pour deux fonctions continues f, g : R — R telles que fj;o f(z)dx et fj;o g(x)dz con-
vergent, on admettra que pour tout x € R, I'intégrale fj;o f(x —y)g(y) dy converge. On
notera alors f * g la convolution de f par g, définie pour tout x € R par

+o00
(f+g)(x) = / £z — 1)a(y) dy.

—00

On admettra de plus que pour tous o1 >0 et g3 >0, T2 ¥ Iz = T2 2.

1. FONCTIONS GAUSSIENNES

(1.1) Soient f une fonction continue de R dans R & support compact et o > 0. Montrer qu’il
existe une constante C' > 0 telle que pour tout z € R, f(z) < CTz2(z).

(1.2) Soient o > 0, et ¢ la fonction définie sur R par g(z) = |z|e=7*". En étudiant le signe de ¢/
sur ]0, +o00[, montrer qu'’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout = €]0, +-o00],

g(z) < C.

En déduire que pour tout x € R, \x|e_”2 < C. En utilisant un argument similaire, montrer
qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout =z € R, z2e=o7" < C.
(1.3) Soient 0 < 01 < 02 et k € {1,2}. Montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que pour
tout z € R,
[2/* Tz () < CTy3(x).

(1.4) Soit o > 0. Montrer que les intégrales fjoooo xTp2(x)dx et fj;o 22T ,2(x) dz sont conver-
gentes, et calculer leurs valeurs.
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(1.5) Pour xg € R et o > 0, calculer

+oo +o0o
/ Lo2(x 4+ xo)dr et / x T2 (z + xo) d.

—c0 —o0
2. DYNAMIQUE D’UN SYSTEME D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Soit v > 0. On considere des fonctions continues N : [0, +oo[— R et Z : [0, 4+00[— R, dérivables
sur ]0, 4+o00[, solutions du systéme suivant:

{ N'(t) = (Z(t) — 1)N (),
Z'(t) = (14 Z(1)(2 = Z(t)) —vZ(1)-

On suppose de plus que N(0) > 0 et Z(0) > 0. Le but de cette partie est d’étudier le comportement
de N(t) et Z(t) lorsque t > 0 est grand.

(2.1) Calculer les constantes a > 0 et A > 0 telles que la fonction Y définie pour ¢ > 0 par
Y (t) = Z(t) + a vérifie
Y/(t) = (A— Y)Y (D).
(2.2) Soit Yy €]0,+00[. En dérivant W (t) = %, trouver une solution explicite de I’équation
Y'(t) = (A=Y (t)Y(t) telle que Y(0) =Y.
On admet que cette solution explicite est I'unique solution de I’équation différentielle
Y'(t) = (A=Y (t)Y(t) telle que Y (0) =Y.
(2.3) En déduire une formule explicite de Z(t) pour t > 0.
Montrer que Z(t) converge vers une certaine constante Z > 0 lorsque ¢ — co.
Vérifier que Z est I'unique solution positive de 1’équation

0=01+2)2-2)—-~Z.
(2.4) Calculer la constante d € R telle que

. Z—(2+dy)
lim ————~
v—0,v>0 ¥

=0.

(2.5) Pour z € R, on considere la solution N, de I'équation différentielle
N () = (= DN:(1),
de condition initiale N,(0) = 1. Montrer qu’il existe z* € R (que l'on explicitera), tel que

lim N,(t)=0 siz<2z" et lim N,(t) =4oc0 siz>2z".
t—+o0 t—+o0

(2.6) Soit € > 0. Montrer qu’il existe ty > 0 tel que pour tout t > to,
Npolt) _ N@ _ Npwol)
Nz_c(to) = N(to) = Nzi.(to)

(2.7) Déterminer la valeur v* du parametre v € R pour laquelle Z = z*.
Quelle est la limite de N (t) lorsque t — oo, dans les cas ou v < v* et v > v* 7

3. DERIVATION ET INTEGRATION

Soit f : [0,+00[xR — R une fonction continue, telle que f : (¢,x) — f(t,z) soit deux
fois dérivable en la variable ¢t. Soit aussi ¢ > 0. On suppose qu'il existe C' > 0 et o > 0 tels
que pour tout (¢,x) € 10,¢+ 1] x R,

of O’f

mww+wﬁ<cm@>a 2Ly ol<c

ot ot?
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(3.1) Soient x € Ret h € R tel que 0 < |h| < min(1,). Gréace a la formule des accroissements
finis, montrer que

fE+hz)— f(tx) _of
h ot

(3.2) Soient R > 0 et h € R tel que 0 < |h| < min(1,¢). Montrer que

'/R ft+ hvﬂ«“}z—f(t:x) dr — tos (t,z) dm' < 2CR|h).
-R

0| < cinl

r Ot
(3.3) Soient R > 0 et h € R tel que 0 < |h| < min(1,?). Montrer que

/_;R f(t_—i-h,ﬂﬁg—f({ax) + g{( £,2) dw<20/_jro2($)dl’

et

oo f(£+hvx) — f(f,$) 3f oo
/R Y + 875( x) da:éQC/R [y2(z)dx

(3.4) Soient R > 0 et h € R tel que 0 < |h| < min(1,%). Montrer que

+oo n _ I +ooa B
‘/_OO f(t—i—h,a:})b f#2) d:v—/ B—Jtc(t,w) dx

— 00

+oo
2CR|h|—|—2C'/ )d:c—{—2C'/ [y2(x) dx.

(3.5) Soient R > 0 et h € R tel que 0 < |h| < min(1,¢). Montrer que

‘/Jroof(t—i—h,x)—f(t?fU)dx_/Jrooaf( z) dz| <

2C o2
h ot '

R?

20R|h| +

—00

(3.6) Soit h € R tel que 0 < |h| < min(1,¢). Montrer que

’/mf(”h’x)_f(t_’x) da — /+o° 98 (#,2) de| < (2C +2Ca?) |n)5.

h oo Ot
(3.7) Montrer que la fonction F' définie sur ]0,# 4 1[ par F(t) = [~ % f(t, x) dx est dérivable
en t, et
+oo 3 _

4. ETUDE D’UNE EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLE

Soit h : R — [0, +oco[ une fonction continue & support compact, positive. On suppose
que fj;o h(z)dx =1 et fjooooxh(x) dxr = 2. Soit aussi v > 0. On s’intéresse a I’équation

suivante:
%—T(t, x) = 2y </+OO I (y - :L‘) m(t,y) dy — m(’%@)

— 00

+oo
Fh(z) / (1+ y)m(t,y) dy — 2m(t, )

—00
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Soit m : [0, +0o[XR — [0, +o0o[ une fonction continue positive, vérifiant 1’équation ci-dessus
pour tout (¢,z) €]0,+o00[xR, deux fois dérivable en la variable ¢ sur |0, +oo[XR, et telle
que pour tout (¢,z) €]0,400[XR,
om '
Le.

(14 |z|) (m(t,m) + E(t x)

On suppose que z — m(0,z) est une fonction & support compact, et que m(t,0) > 0 pour
tout t > 0. Le but de cette partie est d’obtenir des équations différentielles sur les fonctions
N et Z définies pour t > 0 par

+00 +oo
N(t) = / m(t,x)dx, Z(t)= Nl(t)/ zm(t,z)dx.

— 00 — 00

32

+ 2 (t,z)

(4.1) Montrer qu’il existe une constante x > 0 telle que pour tout = € R,

[T rewa=raw.

o0

(4.2) Montrer qu’il existe une constante A\ > 0 telle que pour tout z € R,

(/Jroo(l +y)e2(y )dy) h(z) — 2Tz () < AL ().

—0o0
(4.3) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que la fonction m définie pour tout
(t,z) € [0, +oo[xR par
m(t,z) = CeMI 2 (x)
vérifie m(0,z) < m(0,x) pour tout = € R, et pour tout (¢,x) €]0, +oo[xR,
+oo

%T(t,m) > 2y (/+°° T, (% —~ a:) m(t,y) dy — m(t,x)) + h(a:)/ (L+y)m(t,y)dy — 2m(t, x).

— 50 —00
On admet que cette inégalité implique que pour tout (¢,z) € [0, +oo[xR, m(t,z) <
m(t, ).

(4.4) Montrer que les intégrales [~ oo m(t,z)de et [7 oo am(t, z) dr sont convergentes pour
tout ¢t > 0.

(4.5) On admet la formule

/_:O (/_:On (% —x) m(t,y)dy) dz = /_:o (/_:orl (% —x) m(t,y)da:) dy.
Montrer que pour tout ¢ > 0,
N'(t) = (Z(t) — )N ().

(4.6) On admet la formule

/_:o </_:o:c1“1 (%—az) m(t,y)dy> d:z:/_:o (/_:Oxl“l (%—x) m(t,y)dx) dy.

Montrer que pour tout ¢ > 0,

Z'(t) = (1+Z(t)(2 - Z(t)) — vZ(t).

L’équation étudiée dans la partie 4 est inspirée par un modele décrivant 1’effet d’échanges
de P-glycoprotéines sur une population de cellules cancéreuses mutantes m. Nous mon-
trons que I'étude de cette équation peut se faire au moyen d’un systéeme de deux équations
différentielles. La partie 2 décrit ainsi la dynamique la taille de la population mutante.
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