Agro-Véto Méthodes de calcul et raisonnements 2015 (2h30) Jean-Baptiste Say

Partie I : définition et pI'OpI'iétéS de la fonction A 4. Soit 2 € [~1,1]. On a cos?(A(x)) +sin®(A(z)) = 1. Or sin(A(x)) = = donc :
L . . . T cos?(A(x)) =1 — 22
1. La fonction sinus est continue et strictement croissante sur {—7, f}.
o P A Lz A
uisque A(x) € [—7,7} ,cos(A(x)) = 0 et ainsi :
Elle réalise donc une bijection entre [—g, g} et sin ([—g, g]) =[-1,1]. 4 (z) 2°2 (A=)

Vr € [—1,1], cos(A(x)) = V1 — a2

2. Puisque sin (E) =

G €[-1,1] et % € [—g, %}, on en déduit que :

N | =

T
5. La fonction sinus réalise une bijection continue sur [77, f] et [—1,1]. De plus sa dérivée,

1 T
A (2) % la fonction cosinus, ne s’annule pas sur }—g, g [
- ) - S Puisque que sin (] —g, g D =] — 1, 1], La fonction A est dérivable sur | —1,1[ et on a :
Puisque sin (——) =——¢€[-1,1]]et —— € [—7, f}, on en déduit que :
4 2 4 2°2 1 1 1
v e]—1,1], A(z) = — = = .
/3 - ] [ A) sin’(A(z))  cos(A(z)) |1 — a2
Al — | =—=
2 4
1

1 1
= =107 2 1 gt o)

b. D’apres la question précédente, puisque lin%J —2?2=0,ona:
T—

6. a.

3. La représentation graphique de A se déduit de celle de la restriction de fonction sinus
a l'intervalle [—g, %} par symétrie par rapport a la premiére bissectrice (i.e. la droite
d’équation y = x) : / 1 22 ,

, A(m)—iwzzol—i-?—i—o(m).

En intégrant ce développement limité, on obtient :

N

3

— T 3
I:OA(O)—&-QH— 5 + o(z”).

€ 3

1 _ x~ 3
A(x) Tt T 5 + o(z”).

Partie II : étude d’une variable aléatoire

il
2 ™
5] . X(Q) = [0,1]. Soit z € R.

e Siz <0, Fx(xz)=0.
1

On notera les tangentes verticales en -1 et 1, ainsi que la tangente de pente 1 en 0. e Siz>1, Fx(x) =

1. Puisque ©(Q) = [O,

Figure 1 — Représentation graphique de la fonction A
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10<x < : 2 .
*Si0<z<Lona On en déduit que l'intégrale / ———— dx converge absolument et vaut —. Puisque
/1 — x2 T
Fx(z) = PUX < 2) F lle en dehors d il vi Vintégrale | aF bsol
— P(sin® <z 'x est nulle en dehors de ]0, 1], il vient que I'intégrale /_OO xFx (z) dz converge absolu-
= P(0 < A(x)) car A réalise une bijection croissante sur [—1, 1] ment. Ainsi X admet une espérance et :
2A
) o0 u([0,7]) et dwy e [0.]] = :
& E(X)—/ rFx(z)des = =
_ ™
La fonction de répartition de X est donc la fonction : =
%A( ) stz <0 4. La fonction sin est une fonction C! et strictement croissante sur [0, T [ En posant
x .
Fx o T si0<z<l x =sint, on a dz = costdt. Puisque sin ([0, g D = [0, 1], les intégrales
1 siz>1
3 2sin’t
I:/ ———dz et J= Y costdt.
2. La fonction Fy est de classe C! sur ]0,1[ (par opérations sur les fonctions C') ainsi que 0o ™1 —2a2 0o m/1—sin’t
sur les intervalles | — 00, 0] et ]1, 00.
. 7r sont de méme nature (et égales en cas de convergence) par changement de variables. Or,
Puisque A(1) = —, on a: I —
2 pour tout t € [0, 5} , cost > 0 donc cost = /1 —sin“t et :
2A(1
II?Flea hr_nFX: ( ) =1let Fx<1):1 2sin2t 2
! 0 g \/j2 costdt = = sin?tdt.
e T
De plus : T 1—sin“t
. i 2A(0) T
%I_n Fx =0, %IP Fx = P 0 et Fx(0) =0. Puisque la fonction sin? est continue sur {O, 5}, Pintégrale J est faussement impropre,

donc convergente. L’intégrale I converge donc (absolument), i.e. X? admet une espérance.

La fonction de répartition de X est donc continue en 0 et 1. D’aprés ce qui précéde, elle
Calculons sa valeur.

est donc continue sur R et de classe C! sur R\ {0;1}. La variable aléatoire X est donc a
densité. De plus, une densité de X est donnée par : .

ER) 1 (3 1 1 R |
/ Zsin?tdt = = / 1 —cos(2t)dt = — [t - - sin(2t)} =_.
/ 2 T T m 2 2
2A (I) . 6]0 1[ ———— sizx 6]0 1[ ’ ’ ’
inIL‘i—> i St ’ = 7'1'\/1—.562 ’
0 . .
simon 0 Ston Ainsi, on trouve | E(X?) = 3
2
3. La fonction (x — x> est continue sur [0, 1] Soit A € [0, 1]. 5. a. Par linéarité de ’espérance, M, admet une espérance car Xq,..., X, en admettent
V1 — x2 .
une et on a :
A A A n
2x T -2 2 1 2
—1d :/ ——dax = | — 1—1‘2} — —. — E(X =—.
/0 ™1 — 12 0o V11— 22 |:7T\/70AH1—7T nkzzl ) 71'
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Puisque les variables aléatoires X7, ...

V(M) ! V(Xi+---+X,)

n
V(Xk)
k=1

n2
1
n2

- (B(X7) -

a

1 4
2 72

).

. Si U admet un moment d’ordre 2, alors, pour tout a > 0, on a :

, X, sont indépendantes et admettent une vari-
ance, X1 + --- + X,, admet une variance. Ainsi M,, admet une variance et :

lim p,=1-Fx(1)=0

n—-+o0o

(ii) Pour tout n € N*, on a :

EX )2) d’aprés la formule de Konig-Huygens

(iii)

1
b. (i) Pour tout n € N*, p, =1— Fx <1 — ) Par continuité de F'x en 1, on a :
n

sin (

cos(x)

g(l—pn)) — sin (;TP (X< 1—71)) — sin (A(
ziol_%2+0(x2)'

converge vers 0, —

(iv) Pour tout n non nul, on a :

1
1— — =sin
n

(Z

5 o) o

(5p)—1=-,
cos|=p,) —1=——.
2p n

2

ou encore :

2

x—0

s
S\ 5 Pn -1
COb<2p)

2V2

2,2
TPn

8

~Y
n—-+o0o

~Y
n—-+oo

La constante ¢ recherchée est c = —.

™

1 .
——, soit
n

™

T
D’aprés la question précédente, cosz—1 ~ — Eh Ainsi, puisque la suite (pp,)n>1

~ —_— .
Pn n—-+oo W\/ﬁ

2v2

Partie III : étude d’une suite de fonctions définies a 1’aide
de la fonction arcsinus

V(U
P(U—-EU)| =2a) < C(LQ )
/100V (M, . . .
. Puisque M,, admet une variance, en posant | a = % on obtient I'inégalité :
V(M,) 5
P Mn -k Mn = < = TAA
(1M, — BOM,)| > ) < - = 2
Ainsi, par passage au complémentaire :
95
En posant alors | a, = E(X) — gV(X) et| b, = E(X) + gV(X) on obtient I'inégalité
n n
recherchée P(M,, € [an,b,]) = 95%.
1
. Pour tout n > 1, — € [0, 1] donc :
n
plxely2a(1) - 2, 1, (1
n T n ) no+oo n  3wn3 n3

2 1

™ n—+oo 3mn3

Il vient alors que P (X <

)

(1
ol =
n

1. 1l vient immédiatement que et ainsi

Vo € [~1,1], fi(z) = cos(24(x)) = 1 — 2sin?(A(z)) = 1 — 222

3>, c’est-a-dire :

2

gf
n

)

P(x

1

~ b
™ n—+oo 3Tn3

Ainsi’fl:x»—>1—2x2‘et’P1=1—2X2.‘

2
Les constantes a et b recherchées sont a = — et b = 3.
T T

Ainsi

forwm2(1—222)" =1

Py =2(1-2x%)%-1.

et

Va € [=1,1], folw) = cos(2 x 24(z)) = 2cos?(24(x)) — 1 =2 (1 — 22°)* — 1.
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2. a. On trouve via les formules de sommation : ‘cos(a +b) + cos(a — b) = 2cosacosb. ‘ b. Pour tout z €] — 1,1[, on a :

b. Soient n € Net z € [-1,1]. (@? = 1)f"(x) + 2 f (x) — 4n’ fu(z)
fra2(2) + fu(z) = cos(2(n + 2) A(x)) + cos(2nA(z)) 9 2nzsin(2nA(x))  2nzsin(2nA(z))
=cos(2(n+ 1)A(z) + 2A(z)) + cos(2(n + 1) A(z) — 2A(x)) = 4n” cos(2nA(z)) + V1 — 22 B N
=2cos(2(n+ 1)A(x)) cos(2A(z)) d’apres la question précédente

— 4n? cos(2A(z)) = 0.

—9(1— 23:2)fn+1(x). On en déduit que f,, est solution sur | — 1, 1[ de I’équation différentielle :
On en déduit que :
2 2
\vn €N, Vz e [-1,1], faro(@)+ fulz) = 2(1 — 222) fr i1 (2). \ \ (z° = 1)y" +zy’ — 4n’y = 0. \

3. Montrons le résultat par récurrence double. Partie IV : étude d’un endomorphisme lié a la suite de

Le résultat est trivial pour n =0etn=1: Pp=1et P, =1 —2X?2. polyndémes (Pn)nEN

Soit n € N. Supposons qu’il existe un polynoéme P, de degré 2n et un polynémes P, 1

de degré 2(n + 1) tels que : 1. Soit P € Ro,41[X].

Vo € [—1,1], fo(z) = Po(z) et foi1(x) = Pogi(x). Puisque deg P’ < 2n et deg P” < 2n—1, alors (X% —1)P" € Ry, 1[X], XP' € Ry i1 [X].
Ainsi :

D’apres la question précédente,
Vo € [=1,1], fata(@) = 2(1 = 22°) fag1 (@) = fu(z) = 2(1 = 20%) Py (z) — Pu(2).
Le polynome Py = 2(1 — 2X?)P, 11 — P, est bien de degré 2(n + 2) et vérifie : 2. a. Puisque ®(1) =0, ®(X) = X, ®(X?2) =4X2 -2, et B(X3) = 9X3 —6X, on a:
Vo € [-1,1], fate(x) = Pa(x) et foy1(2) = Poja (@),

VP € Rop 1 [X], (X2~ 1)P" + XP' € Ronia[X].|

Ainsi, pour tout n € N il existe un polynéme P, de degré 2n tel que : 8 (1) _02 —06
M = Mat(l,X,XQ,X3)((I)) = 00 4 0
Vo € [-1,1], fu(z) = Pu(a). |
00 0 9
4. a. La fonction A est dérivable sur | — 1, 1] et la fonction cos est dérivable sur R donc f,
est dérivable sur | — 1, 1[ par composition et : b. La matrice M étant triangulaire (supérieure), on lit son spectre sur la diagonale ; M
/ 2nsin(2nA(z)) admet quatre valeurs propres distinctes : 0, 1, 4 et 9.
Ve €] - 1L1[, f,(z)= Y = Puisque M € M4(R), la matrice M est diagonalisable.

Il vient immeédiatement que tous les espaces propres sont de dimension 1 et :
La fonction A est dérivable sur | — 1, 1], la fonction sin est dérivable sur R et la fonction

=

Vo €] - 1,1, f/(x) =

donc f! est dérivable sur | — 1, 1] par composition et :

Eo(M) = Ker M = Vect et E1(M) =Ker(M — I3) = Vect

4n? cos(2nA(z))  2nzsin(2nA(z))
T 1—2a? -2V

OO O
o o= O

10n montre le résultat pour tout n € N au lieu de n € N* comme demandé dans ’énoncé, car on remarque que le résultat est encore vrai pour n = 0.
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x 5. Soit k € [0, 2n + 1].
Soit X = Z € My1(R). D’aprés la partie I1I, Py est solution de I'équation différentielle (z2 —1)y” +zy’ —4k?y = 0
t

X € BE4(M) < X € Ker(M — Al)

X € Eg(M) < X € Ker(M — 915)

—4dx —2z=0 -9 —-2z=0
&4 -3y—6t=0 & —8y—6t=0
5t =10 —52=0
z=—2x 6t = —8y
<~ =
On en déduit que :
1 0
0 6
E, (M) = Vect 9 et Fo(M) = Vect 0
0 -8

3. On a déja calcule ®(1), ®(X) et &(X?). Soit k € [3,2n + 1].
B(XF) = k(k — 1)(X2 = 1)X"2 4 kXF = k2XF5 — k(k — 1)XF2,

On en déduit alors la matrice de ® dans la base canonique B de Rg,41[X] :

A= Matg(CP) =

0

0
—2n(2n + 1)

0
(2n +1)2

4. La matrice A étant triangulaire supérieure, on peut lire son spectre sur la diagonale :

|Sp(®) = Sp(A4) = {2, k€ [0.2n+1]}. |

La fonction carré étant strictement croissante sur R, 'endomorphisme ® admet 2n + 2
valeurs propres distinctes. Puisque c’est un endomorphisme de Rg,1[X] qui est de di-
mension 2n + 2, 'endomorphisme ® est diagonalisable.

sur | — 1, 1[. Ainsi le polynome (X? — 1) P}/ + X P} — 4k* P, admet une infinité de racines
(car ] —1,1] est infini). C’est donc le polynéme nul.

On en déduit alors que ®(Py,) = 4k*Pj, = (2k)?P;. 11 vient alors que Py € E(gp2.
Remarquons que ¢ admet 2n + 2 valeurs propres distinctes implique que la dimension de
chaque espace propre est égale & 1. Puisque deg P, = k, Py # 0 et ainsi :

E(Qk)Q = Vect(Pk).

* *



