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Exercice 1

1. La matrice A est triangulaire inférieure, on peut donc lire son spectre sur sa diagonale :
0 est la seule valeur propre de A. On vérifie facilement par le calcul que :

0
Ey = Ker A = Vect 0
1
2. Aprés calculs, on trouve :
0 00 0 0 0
A2=10 0 0| etA®=(0 0 O
1 00 0 0 0

3. a.

b.

On pouvait vérifier que AM = M A par le calcul, ou bien affirmer que A commute avec
Is, A et A% donc avec M par linéarité. On en déduit que M € S.

Aprés calculs, on trouve :

0 0 O b ¢ 0
AM=]a b c| et MA=|e f O
d e f h 4+ 0
Puisque M € S, AM = M A et ainsi :
c=f=0
a=e=1
d=nh

On en déduit que :

0 0
M = a 0] =al3+dA+ gA>.
d a

Q Q. 2

D’aprés les questions précédentes, une matrice M appartient & S si, et seulement si,
elle est combinaison linéaire de I3, A et A2, ce qui revient a dire S = Vect(I3, A, A?).

. On trouve immédiatement que M? = PA2P~! et M3 = PA3P~! = 0.

Il suffit de montrer que M? # 0 pour que M € S’. Raisonnons par 'absurde et
supposons que M? = 0. Ainsi PA?P~!. En multipliant & gauche et & droite par re-
spectivement P~! et P, on trouve que A% = 0, ce qui est absurde (d’aprés la question
2). On en déduit donc que M € §'.

(i) Apres calculs, on trouve :

2 2 -2 0 0 0
M?*=|0 0 O |#0etM3=|0 0 O},
2 2 -2 0 0 0

montrant ainsi que M € S§’.
(ii) Il existe plusieurs maniéres de le prouver, décrites ci-dessous.

1
0|, M2X correspond & la premiére
0

e On peut exhiber un exemple : si X =

colonne de M?, qui est non nulle.
e On peut aussi raisonner sur I’endomorphisme f canoniquement associé : la
matrice de f? dans la base canonique est M?2. Puisque M? # 0, f2 # 0. 1l
existe donc un vecteur X € R? tel que f2(X) # 0, i.e. M2X # 0.
(iii) Soit (a,b,c) € R? tel que aX +bMX +cM?X =0 ().
En multipliant cette égalité a gauche par M?, on obtient aM?X = 0 (car M? = 0).
Puisque M2X # 0, on en déduit que a = 0.
En multipliant (%) & gauche par M, on obtient bM2X = 0. Puisque M2?X # 0,
on en déduit que b = 0.
On déduit de (x) que ¢ = 0. Ainsi la famille (X, M X, M?X) est libre. Puisqu’elle
contient autant de vecteurs que dimR?, (X, M X, M?X) est une base de R3.
(iv) Puisque f(X) = MX, f(MX) = M?X et f(M?>X) = M3X = 0, la matrice de
f dans la base B = (X, M X, M2X) est :

0 0 0
Matg(f)=(1 0 0| =A.
01 0

(v) D’apreés la formule de changement de base, on a :

M = PAP™ L.

ou P est la matrice de passage de la base canonique dans la base B, donc une
matrice inversible.

(i) On reprend 'une des deux idées de la question 4.b.(ii).

e M? est une matrice non nulle donc admet une colonne non nulle notée C. 11
existe un vecteur X de la base canonique de R? tel que M?X = C. Puisque
C #0, M2X #0.
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e On peut aussi raisonner sur ’endomorphisme f canoniquement associé : la
matrice de f2 dans la base canonique est M?2. Puisque M2 # 0, f2 # 0. 1l
existe donc un vecteur X € R3 tel que f2(X) # 0, i.e. M2X # 0.

(ii) On peut montrer de la méme maniére qu’a la question 4.b.(iii) que la famille
B = (X,MX,M?X) est une base de R? puis que la matrice de f dans B est A
(question 4.b.(iv)).

En notant P la matrice de passage de la base canonique de R? & la base B, qui
est inversible, on obtient la formule de changement de base : M = PAP~1L.

d. D’aprés la question 4.a, toute matrice semblable & A appartient & S’.
Réciproquement, si une matrice M appartient a &', elle est semblable & la matrice A
d’apreés la question 4.c.

On en déduit donc qu'une matrice M appartient a S’ si, et seulement si, M est sem-

blable a la matrice A.

1
I. 1. On sait que X est finie donc admet une espérance et | E(X) = nt .

2. Montrons par récurrence que, pour tout n € N*,

“~ 5, nm+1)(2n+1)
§k = g :

n(n+1)(2n+1)

e Pour n =1, =1 =12, ce qui assure la propriété au rang 1.

6
- D2n+1
e Soit n € N*. Supposons que Zkz = nin + )6( nt ) Alors :
k=1
fass " n(n—+1)(2n + 1) n+1
SN =Y K+ (n+1)?= : +(n+1)°=——(20*+Tn+6).
k=1 k=1

Puisque (n + 2)(2n + 3) = 2n? + 7n + 6, on en déduit que :

n+1
C(n+1)(n+2)2n+1)+1

ce qui conclut la récurrence. Ainsi :

i 1)(2n +1
vnen, Y g2 = Mot UEntl ()5( nte
k=1

3. X est une variable aléatoire finie donc X admet un moment d’ordre 2 (et donc une

variance). D’aprés le théoréme du transfert, on a :

E(X?) :zn:mp(X:k) = %zn:kz _ w
k=1 k=1

D’aprés la formule de Kéning-Huygens, on a :

V(X)=FE(X?) - E(X)*=

(n+1)2n+1)  (n+1\* |n-1
6 2 12

On retrouve que la variance de X est nulle lorsque n = 1 puisque X est la variable
aléatoire constante égale a 1.

. On commence par remarquer que X1(2) = {1;2}.

Si X1 =1, c’est qu’on a tiré une boule noire au premier tirage, ce qui arrive avec la

probabilité 3 (par équiprobabilité).

1
Onaalors P(X; =2)=P(X;=1) = 3 i.e. X suit la loi uniforme sur [1,2].

. Remarquons que X»(Q2) = {1;2;3}. Puisque ([X; = i])ie1,2] forme un systéme

complet d’événements, on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(Xy=1) = P(X1 =1)Px,=)(X2 = 1) + P(X1 = 2)Px, (X2 = 1)

1/2 1
2QH°>3

Par le méme raisonnement, on trouve :

P(XQ = 2) = P(X1 = 1)P[X1:1] (X2 = 2) + P(X1 = 2)P[X1:2](X2 = 2)

_ (1 1yt
T 2\3 3/ 3

P(X;=3)=P(X; = 1)P[X1:1] (X2 =3)4+ P(X; = 2)P[X1:2] (X2 =3)
1 2 1
—2@+3>—3

On en déduit que la variable X5 suit la loi uniforme sur [1, 3].

et :
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3. Montrons le résultat par récurrence sur n € N*.

L’initialisation est prouvée a la question II.1.

Soit n € N*. Supposons que X,, suive la loi uniforme sur [1,n + 1] et montrons que

Xpn+1 suit la loi uniforme sur [1,n + 2].

Soit k € Xy11(R2) = [1,n+2]. Puisque ([X,, = 4])ie[1,n+1) forme un systéme complet

d’événements, on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

n+1
P(Xni1 =k) ZP n=1)Pix, =) (Xps1 = k)

Or, par équiprobabilité, on a :

sii=k
P
Pixy=ij(Xnp1 = k) = ¢ 5 sii=k—letk>2
n+2
0 sinon

Ainsi :

1 n+1 1

P(Xpt1=1) = P(Xp = 1) Py, =1)(Xn41 = 1) =

et, pour tout k € [2,n + 2] :

P(Xpp1=Fk)=P(X, =k —-1)Px, —p—1)(Xny1 = k) + P(Xs, = k) Prx, =) (Xpny1 = k)

1 k-1 1 n+2—k

X + X
n+1l n+2 n+1 n -+ 2
1

n+2

On en déduit que X,,41 suit la loi uniforme sur [[1, n+2], ce qui conclut la récurrence.

Ainsi, pour tout n € N* X, suit la loi uniforme sur [[1,n + 1].

4. La famille ([X,, = 4])1<i<n+1 forme un systéme complet d’événements, donc, d’aprés

la formule des probabilités totales, on a :

n+1 n+1 1 i 1
P(X, = 1(Bny1) = =,
Br1) Z n = )P, =i(Bni1) ;n+1n+2 2

1
On en déduit que | P(Bp4+1) = =

X fr
n+l1 n+2 n+2’

On en déduit que | P(B;) = P(Bs) =

5. a. On commence par remarquer que :

k
Yn(Q):{n | k;e[[O,nﬂ}.
k 1
Pour tout k € [0,n], P(Y,=—) =P =k+1)= .
n n+1
Ainsi Y, suit la loi uniforme sur Y, ().
. On sait que, pour tout z € R :
0 siz<O0
Flz)=<z si0<z<1
1 siz>1.
. Soit n € N*. Remarquons que 1 < [nz+ 1] <n+ 1.
[nz+1]
PY,<z)=P(X,<nxr+1)= P(X,=k)= nr+1/.
(Vo <) = P( )= X PO =R = gl
1
. Soit z € [0, 1]. D’apreés la question précédente, Fy, (z) = %
n
nx +1
Pui < 1 1, < B < .
uisque nz < |[nz + 1| <nx + +1 y, (x) 1
Or:
. . nr+1
lim =xet lim =z
n—+oon + 1 n—+oo N+ 1

donc par encadrement, lim Fy, () =z = F(x).
n——+oo

Puisque Y,,(Q) C [0,1], Fy, (z) = 0= F(x)siz < 0et Fy, (z) =1 = F(x) si
x> 1. Ainsi :

Vr € R, hr}rl Fy, (z) = F(x).

N .
III. 1. On a immédiatement P(B;) = L Puisque (B1, B1) forme un systéme complet

d’événements, on a, d’aprés la formule des probabilités totales :

P(By) = P(B1)Pg,(B2) + P(B)P5(B2)
Ny _ N+1 N Nl

TN N+1 TN NT
_M
=

Ny
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a. Remarquons que les valeurs de la variable X,,_; sont comprises entre Ny (si on a des probabilités totales, on trouve :
tiré aucune boule blanche) et N7 +n — 1 (si on a tiré n — 1 boules blanches). —
Puisque ([X,, = k])1<k<nN,+n—1 forme un systéme complet d’événements, on a, P(Bnt1) = P(Bn)Pp, (Bnt1) + P(Bn)Pp(Bn1)

d’aprés la formule des probabilités totales : Nitn-1
= P(By) Z P(Xn-1=k)Pp,n(x, 1=k (Bn+1)
Ni+n—1 k=N,
P(B,)= Y P(Xp1=kPx, ,—x(Bn) Nygn-1
k=N, +P(Bn) Y, P(Xn-1=kPgx, -
k=N,
Or Prx,_,—)(By) est la probabilité de tirer une boule blanche dans une urne qui Mdn=l 4 11
contient N +n — 1 boules au total, dont k boules blanches. Ainsi = P(By) N +n (Xn—1=F)
k=N,
Nign-1 P Mt PX K
P(B,) = ———P(X,_1 = k), + n n—1=
(Bn) k;\/ N+n-1 ( ! ) k=N, N+n
Ni+n—1 Ni+n—1
P(By)
cest--dire : = Nan < Y. kP(Xu1=k)+ D P(Xuo =k>>
k=N, k=N,
Nitn—1 Ni+n—1
1- P(B,
(N+n—1P(B)= 3. kP(X,_i =h). L L P@B) NS b, = k)
k=N N+n
1 k}:Nl
N+n—-1 1
b. PBnm[Xnﬂ:k](BnH) est la probabilité de tirer une boule blanche deans une urne N +n P(Bn) + N + nP(B”)
contenant au total N + n boules, dont k& + 1 blanches. Ainsi : —[P(B,)
k41 . ) N
Ppax, =k (Bnt1) = Noin 2. La suite (P(By,))nen+ étant constante, | P(B,) = P(B1) = Wl
D’apres la question 2.a, on a :
Pmﬂ[ X,,,_lzk](BnH) est la probabilité de tirer une boule blanche dans une urne Ni+n N
contenant au total N + n boules, dont k& blanches. Ainsi : Z kP(X, =k) = (N +n)P(Bni1) = (N + n)il
k=N, N
P Bus1) = — N
BanXo 1=k (Bnt1) = N+n' c'est-a-dire | EB(X,,) = (N + n)ﬁl
= On retrouve bi B = "L dans Ny = Ny = 1, étudié en IT
c. Rappelons que (B, By) et n retrouve bien que E(X,) = ans le cas ot Ny = No = 1, étudié en II.
* %
([Xﬂ—l - k])N1<k<N1+n—1 *

forment des systéme complet d’événements. En appliquant deux fois la formule



