Colle BCPST 2 couples de var

SUJET 1

Um effectue une succession infinie de lhipcers indépendants dune pitee dommant, pile avee la probabilité pe]0; 1] et face avec
la probabilité g=1 —p.

O s'ntéresse dars op probléme anx secessions de lancers amenant. un méme oitd,

Om dit gue la premidéee strie et de longueur i (avee 7€ H®) =i les mopromiers laneers ont amend le méme oftd de la pidoe et
e {n 4+ 1)Fidme antre ciid.

D méme, la densdéme sirie commenes an laneer suivant la fin de la promidre sirie of se termine (= elle se termine ) an lancer
précidant un changement de edté. On définit de méme les séries suivantes.

Pour tont kde 8, on note By (resp. Fi) Uévipement @ ¢ b kidme lancer amine pile (resp. face) =,

PARTE | - E -tude des [onsueurs de séries

Om mote Lo (resp. Lg) la variable aléatoive égale & la longneir de la premigne (resp. demnciéme) série.
1. a. Exprimer, por tont nde 8M*, Véwnement (Ly = n) & Uaide des évimements Py et Fp por k€ [1;n + 1]

b.  Endaduire: WYnew®, P{Li=n)=p"g+q"n

4
. Véritier (par le caleul) EP(L, =n]=1
R=1

2. a. Exprimer, powr tous n,k de M*, Uévinement (L = n) N{Ly = k) 4 laide des évinementis Py et Fyp por
Eel;n+k+1]

b.  En diduire la ki du couple (Ly, La).

3. &, Montrer @ Yeeds, P{Ly=k) = piqgh-1 4 g2pk-1.
b Montrer gue la variable aldatoire Ls admet une espérance ot gque E(Lz) = 2.

4. a. Lesvariables aléatoives Ly et Le sont-elles indépendantes

5. Simulation nformatigque -

a.  Herive une fonetion eimle L{p) ¢ui, dant domnd m véel pde J0; 1], simule un certain nombee de laneers et gui
remvoie ks valmurs de Ly et Lg olienues,



SUJET 2 (3/2)

Un joueur dispose de N dés équilibrés & 6 faces. Il lance une premiére fois ceux-ci et on note X le nombre de 6
obtenus. Il met de cdté les dés correspondants et relance les autres dés (s'il en reste). On note X5 le nombre
de 6 obtenus et on répéte 'expérience définissant ainsi une suite de variables aléatoires X1, X5, . ... 57l ne reste
plus de dés au m-éme lancer, on a alors, pour tout &k = m, X, =0.
Pour tout entier naturel non nul n, on définit la variable 5, = X; + X9 + .-+ 4+ X,,, qui correspond alors au
nombre de 6 obtenus aprés n lancers.
1. Ecrire une fonction Python X(N) qui prend en argument le nombre de dés N et renvoie la valeur de X;.
2. En déduire une fonction Python 3(N,n) qui prend en arguments les nombre de dés N et n le nombre de
lancers effectués et renvoie la valeur de 5.
3. On se propose de montrer par récurrence sur 1 € N* que S, suit une loi binomiale de paramétres N
et pn et on cherchera & déterminer py.

(a) Question préliminaire : Soient N, M et k € N avec M < k < N. Montrer que :

NYN(N-M\ (N\(k
M/\k-M) \k/\M)
(b) Montrer que la proposition est vérifiée pour n = 1 et déterminer p,.
(¢} Soit n £ N*, on suppose que Sy suit une loi binomiale de paramétre N et p,.
i. Soient M et k deux entiers naturels tels que M < k € N, Déterminer P(X, .1 =k—M | 5§, = M).
1+ 5}']7?.

ii. En déduire que Sy+1 suit une loi binomiale de paramétres N et ppyi ol Py = 6

(d) Déterminer une expression explicite de py.

4. On admet qu'il est presque-siir qu’on obtienne tous les 6 au bout d'un nombre fini de lancers, c’est-a-dire
qu'il existe presque siirement un rang n € N* pour lequel 5, = N.
On note T le nombre de lancers nécessaires pour n’avoir que des 6 (et on pose par convention T' = +o00
si on n'obtient jamais tous les 6, ce qui a une probabilité nulle d’arriver), c’est-a -dire

T=min{{nz1|5,=N}U{+ax}).

Déterminer la fonction de répartition de T.
5. Vérifier que la variable T' admet une espérance et donner une formule exprimant celle-ci.
On admetira le résultat suivant : T admet une espérance si la série Z P(T > n) est convergente et dans

+ox
ce cas BE(T) = Z P(T = n).

n=(



SUJET 3 (5/2)

Soit N un entier naturel supérieur ou égal & 2. On considére N urnes, numérotées de 1 jusqu’a N, sachant
que pour chague i, l'urne numérotée i contient i jetons numérotés de 1 4 1. On considére 'épreuve aléatoire
consistant en une suite de tirages selon les régles suivantes :

— le premier tirage est effectué dans 'urne nmumérotée IV ;

— =i le jeton obtenu au k-me tirage porte le muméro i, alors le (k + 1)-2me tirage est effectué dans 'urne

numérotée i;

— les différents jetons d'une méme urne sont tirés équiprobablement.
On note, pour chaque k entier naturel non nul, X la variable aléatoire donnant le numéro du jeton obtenu au
k-tme tirage.

1. Quelle est la loi de X 7

2. Eerire une fonction (en Python), prenant en argument un entier N, qui simule 'expérience ci-dessus, et
renvoie le nombre de tirages nécessaires & 'obtention du premier 1.

. Etablir, pour k entier naturel non nul et i € 1, N] -

]

N
. 1 :
P(Xpr=1) = :EP(X;E = j).
i=i

4. Montrer que pour tout & entier naturel non nul, la suite finie (P{X}y = i) 122 n est décroissante.
5. (a) Montrer que la suite (P{X;. = 1))gene est croissante, puis justifier gqu'elle est convergente.
(b) Montrer que pour tout k £ H*

P(Xpe1 = 1) > P(Xg = 1) + (1 - P(Xe = 1).

(¢) En déduire que lim P{X, =1) =L
k—roo
Que peut-on dire de l'événement « Tous les tirages donnent un numéro différent de 1% 7
6. On fixe i un entier naturel compris entre 2 et N,

Déduire de la question précédente que, pour tout i € [2, N, klim P(Xp=i)=10.
——

7. On note ¥y le rang du tirage pour lequel on obtient le jeton 1 pour la premiére fois. On peut démontrer
et nous I"admettons que :

=

-1
E¥y)=1+

-
i
e

1

Réaliser une simulation qui confirme graphiquement cette expression de E{Yy) en fonction de N.



SUJET 4

Soit n un entier tel que n > 2. Soient X, ¥ et Z trois variables aléatoire mutuellement indépendantes
définies sur un espace probabilisé (£2,.4, P).
On suppose que X, Y et Z suivent toutes les trois la loi uniforme sur [1, n].

1) a) Montrer que, pour tout k de [2,n+ 1] :

k—1
PX+Y =k) =~
b) Montrer que, pour tout k de [n + 2,2n] :
2n—k+1
P(X+Y =k) = ”n—ﬁ

Indication : un tableau & double entrée (contenant les valeurs possibles de X et ¥') peut
aider dans cette question.

2) A l'aide de la premiére question et de la formule des probabilités totales, montrer :

n—1

PX+Y =2)=" .

3) On définit la variable aléatoire T par T =n+1— Z.

a) Montrer que T suit la loi uniforme sur [1,n].
b) Justifier que les variables aléatoires T', X et ¥ sont mutuellement indépendantes.

c) En faisant intervenir la variable T et en utilisant la deuxiéme question, déterminer :

PX+Y+Z=n+1).



