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Correction TD Physique n°8 : Dynamique des fluides

Exercice 1 : Vidange d’un récipient a 1’aide d’un siphon

1.

Conservation du débit volumique (ES, EI, vitesse uniforme sur une section L a I’écoulement) :

s
D, = vgs = 1,8, 2 vy = vp X (S_) K vp

A
Relation de Bernoulli (ES, EI, EP, uniquement forces pressantes et de pesanteur) :
A—)F:%A+%vj+ng=%F+%v§+ng avec Py =P =P, et vy K Vg
z%vﬁ=g(zA—zF)va=,/2g(zA—zF) AN:v,=7,9m-s!
D, = vgs AN:D,=7,9x5x10"*=4,0x103m3 -s"1 = 14,3m?- h1
Relation de Bernoulli: A — C: P—A + lvj + gz, = %C + %v% +9z¢ avec Py = Py, et vy K v = %

= Pc =P, - pg(zc —22) —5p X (") AN: P; = 8,7 x 10* Pa
Le siphon peut fonctionner tant qu’il n’y a pas de bulles de vapeur d’eau en C, donc tant que P; > P,

Exercice 2 : Vidange d’un réservoir en régime lentement variable

1.

Conservation du débit volumique (ES, EI, vitesse uniforme sur une section L a I’écoulement) :
s

Dv=vBs=vAS=>vA=va(§)<<vB

Relation de Bernoulli (ES, EI, EP, uniquement forces pressantes et de pesanteur) :

A_)B:PjA‘F%vj"'gZA:PTB‘l'%vé‘l'ng aVeCPA=PB=P0 et UA<<UB

1
= - = gz(t) = vp = {292(t)

Dy —VBS—VAS—_—S:>VB=——E$ Zgz(t)——E%
Séparation de variables : =——1/ gdt = | Zdz \/ f dt = [2\/_] \/_gx[]
s s\g
=2x(z—-vh) = -2 29t = z(t :<\/E——t)
( ) =529t = 2(®) o

zt=T)=0=+vh— T—0=>\/_ ﬁT:T_;\[% AN:T =800s = 13,3 min

Exercice 3 : Cheminée

1.

Relation de Bernoulli (ES, EI EP, uniquement forces pressantes et de pesanteur) :

E—S: PS‘” +1 Vsoz + gzeo = lh) + vZ+gh avec et Vsor = 0et gy, =0

M P(h) — Pso1—P(h) _
:M + +gh=>vs—\/2x(—” gh)

Avec un axe (Oz) ascendant :

Mgirg
PM,; P(z) dP M g p() M g _Zair9,
_Mairgh _ airgh

AP = Py — P(h) = Pgo — P RTo " = AP = Py X (1 —e  RTo

AN : AP = 362 Pa (Pso; = 1,0 % 10° Pa)

Mgaz = XeauMeaqu + xCOZMCOZ + XairMair AN: Mgaz =30 g-m‘)l_l

= Zsottgaz AN:p=0,76 kg.m™3
RT;

La différence de pression étant faible entre le bas et le haut de la cheminée (AP = 362 Pa), la masse volumique des gaz peut
étre considérée comme constante dans la cheminée
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v5=\/2><(PS‘”+P(h)—gh) AN:vg=19m-s?!

La vitesse réelle est inférieure car I’écoulement des gaz dans la cheminée ne peut étre considéré comme parfait.

2 5
Dv=v55=v5x<n(§))=>0=2/:7” ANznzzf%l/;ﬁ‘“’:mtm
S

Exercice 4 : Puissance d’une éolienne

Conservation du débit volumique (conditions de validité : écoulement stationnaire + fluide (écoulement) incompressible) :
D, =cste =v,, S=v,. S= vy =vy =v=cste,lavitesse étant considérée uniforme sur la section perpendiculaire a
v Ay Ary A’ A,
I’écoulement
“ iy . . . P 1
En considérant un axe (Oz) ascendant, la relation de Bernoulli devient : P + Evz + gz = cste

. . . P Py 1

En I’appliquant sur la ligne de courant entre A, et A}, on obtient : % + %vﬁl + 924, = /:)1 +3 vjfl + 924,
. . . P 1 Py

En I’appliquant sur la ligne de courant entre A, et A, on obtient : % + Evjz + 924, = ‘;2 + %vjlz + 924,

Il n’est pas possible d’écrire la relation de Bernoulli entre les points A et A} en raison de la présence d’une piéce mobile entre
ces deux points (€olienne)
P,
A'q Prq 1 - _
7 + EU (ZA1 = ZArl)

Pa, 1 o _ 1 2 Po 1 2>
T+EUA1+92A1_ +EUA/1+gZA11=>;+EU1

=P, =P, +§pv12 —E,ov2

P’Z 1 2 _
T+Ev (ZAZ = ZAIZ)

Pa, | 1 5 P4, 1 5 Py, 1 o
TZ+EUA2+gZA2_ p2+;vA’z+ng,2=>?+Ev2
=P, =P, +lp172—1p172

2 =P 12 275
)
P=Fv=(P —P ,).Sv= %p(v% - v})Sv

Exercice 5 : Ecoulement de Couette plan

Référentiel : terrestre supposé galiléen
Systéme : couche de fluide de dimensions a X £ comprise entre z et z + dz

Forces extérieures : Force de viscosité exercée par la couche supérieure en z + dz :
— dv — dv — . .
Fusc(z +dz) = +7 (_) Su, = +n (—) afu, (fluide newtonien)
az/ z+dz az/ z4dz
Force de viscosité exercée par la couche supérieure en z :
dv — av — . .
Fusc(z) = —n (d—) Su, =-n (—) atuy (fluide newtonien)
z/, dz/,

Force pressante en x = 0:
Fp(x = 0) = B.S"u, = P.adzu,
Force pressante en x = ¢ :
Fp(x = £) = —RSu; = —Padzuy
Remarque : le poids est négligé ainsi que les forces pressantes axiales (la pression étant uniforme, elles se compensent)

Bilan de quantité de mouvement en régime stationnaire : D,, (Vg — Up) = Foyt

— —_— , , . . . _ ¢
Or v, = v, car ¥ ne dépend pas de x (écoulement laminaire plan), on obtient donc : Fy = 0

= Fc(z+dz) + Eye(z) + Fo(x = 0) + Fo(x = £) = 0

dv dv
= 47 (E)z+dz at —n (E)z af + P,adz — P,adz = 0

[(dv) dv)] £+ (P, —P)adz =0
ﬁ —_— —_— —_— — =
7 dz/ ;+az (dZ z ¢ ¢ sJadz
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dv
y d(dZ)d + (P, = P)dz =0 edz ve-py—om bV R _ Ly K
== = =7 = - —_— = —— = —— = — —
1 z 2= e dz? e a2~ 7
2
d—Z=—5=>d—v=——2+C=>v(z) ———Z +Cz+D
dz n dz n 2n
e .
CL.v(z-;)—v(z-—E)—O (adherenie aux parois)
= -22() +cxSi+p=0 e —22(8) —cxt+p=0
2n\2 2 2n\2 2
2 2
Onendéduit:—%(g) +2D=0=>D=+§§(§) et eC=0=C=0

Bilan : v(z) = %((g)z - zz>

+ 2 +& 2 2 +5
D, —f 21J(z)dS fzv(z)adz—f Z“;((g) —Zz)adz=%Saf_§2((§) —zz)dz—iga[(g) _22]_5
2
1K e 2 e 2 e 1,e\3 ey? e 1, e\3
=D =33 a|3) Z“ ] —““[z) 373G ~G) *x(-3)+3(-2) |
1K 4
_— _ = .3
zD,,—Zna3(2) =D, 12nae
K 2
Dv=vmoyae=>vmoy=a
K 2
UL Vmoy€ 2t e Ke®
Re=p-t=p==p"— =R =00

AN:R, =200 < R,. = 2000 — 3000 : I’écoulement peut bien étre considéré comme laminaire

Exercice 6 : Ecoulement de Poiseuille cylindrique

1.

Référentiel : terrestre supposé galiléen
Systéme : cylindre de rayon r < R et de longueur L

- . e , , . rad dv — . .
Forces extérieures : Force de viscosité exercée par la couche supérieure enr : f;, = 1 = 2nrLu,  (fluide newtonien)
Force pressante en entrée : Fp amont = 2Py,

. 2y —
Force pressante en sortie : F aval = —TT Py

dp v — -
Ecoulement stationnaire, incompressible et laminaire cylindrique : s Fext =0=F pamont T Fpavar + fv =0

En projection sur I’axe (Ox), le fluide étant newtonien :

5 5 dv dv 5 dv APT AP 7?
nr*P, — mr PS+nEZm‘L=O=>nd—2m‘L+nr (P, —P5)=0=>E=—W—LE v:_n_L7+B
La condition d’adhérence est v(r =R)=0,donc:B = —f]—f% v(r) = fTFL(RZ -7?)

2
On obtient bien : (M) = — %e_x’
RAP (p2 _ 2 _A"l 2, _ .3 aPm[(par? ¥ _ apnrt
Q= f v(r)2nrdr = || po —(R?* —r®)2mrdr f (R?r —r¥)dr = - (R . 4)]0 = 0 3
b4 APR4

=

Q= 8n L

Systéme fermé s’appuyant sur le demi-cylindre de rayon r < R = 410 m, d’axe de symétrie de révolution (Ox) et de longueur
L.
Bilan des forces s’exercant sur ce systéme fermé :
. o L L - d —
- laforce de viscosité agissant sur le demi-cylindre extérieur : f;, =7 d—:m"Lex

=4 3 - 2 -
- le poids du systéme (moteur de I’écoulement est a considérer) : P = myg = p,V, 4 = pg % Lg

—_ -

. . . . . S dp =
Ecoulement stationnaire, incompressible et laminaire cylindrique : d—f =Fp:=0=>P+f, =

—
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dv mr? , dv pggsina pggsina
Sur (Ox):n—mnrl + p;—Lgsina =0 = —=-—"L"——r=v(@)=—"L"——r2+4
dar 2 dar 2n 4n
, . pggsina pggsina
Adhérence aux parois : v(r =R) =0 => A = “"4—R2 = v(r) = 94— x (R?> —1r?)
n n
pggsina dv pggsina .
4. v(r) = g x(R*-1%) = - = - ~— 7 qui s’annule pour = 0
r n
pggsim;tR2
La vitesse maximale vaut donc : Ve, = v(r = 0) = 24—
4n
_ pg,gsinocR2 _ pggsinuRZ
Si Ve = =N =
4n 4Vmax

avec : Upgy = 107m-an ' =3,4x10"°m-s';R=410m;a=11°;g=98m-s?;p,; = 0,917 x 103 kg -m~3

AN :1 = 2,1 X 1013 Pa - s, ce qui correspond au bon ordre de grandeur de la viscosité dynamique.

UXL
6. R, =Lt
n

AN:R,=3,0x10"" <R, =2000— 3000

pg aveclU =vy,, e L, =R=410m

L’écoulement est donc bien laminaire (et méme rampant), hypothése nécessaire pour un écoulement de Poiseuille.

Exercice 7 : Circulation sanguine et résistances hydrauliques

1. a. Loi de Poiseuille pour un écoulement horizontal : D, = %QR‘* VimoyS = VpmoyTR? = Vo = %% 2
AN : Vo, =2,8x103m-s1=2,8mm-s!
b. R UXLJ_ = Re — vmoyXZR
AN : R,=1,3x10"%2< Rec~2000 3000 : écoulement laminaire (hypothése nécessaire pour appliquer la loi de
P01seu1lle)

C. DV = vayS = vmoyﬂ:RZ = DV = 3 3 X 10_5 m3 S_l

T AP 811LDV

Loi de Poiseuille pour un écoulement horizontal : D, = ——R4 AP = el AN:AP = 2,3 x 103 Pa

VmoyX2R

R, =

d’utiliser la loi de Poiseuille)

p = AN:R, = 2,4 x 103 : difficile de conclure sur la nature de I’écoulement (donc sur la pertinence

. . 8nL
2. a. R, = Pour un écoulement horizontal : Ry, = — ﬁ R, = Z en considérant la loi de Poiseuille valide.

b. Les conditions de la loi de Poiseuille sont respectées donc 1’écoulement est stationnaire et incompressible, par conséquent
celui-ci ayant une entrée et une sortie, le débit volumique est constant : Q4 = Q; = Q, = Q5 = Q

Analogie électrique :

. 7 Fh ?Z_R&gfg B Ry Ts
<> >3
Q

S
Ta.fz Pa—Tg

- P 8nl; , 8yly , 8n(f-Li—Ly)
Résistance équivalente : les trois trongons sont associés « en série » : R, = Ry + Rpz + Rp3 = 1 1 "—i + "—142

nrq nry nr3

. - . R
Analogie avec un pont diviseur de tension : Py — P, = ——"2 (P, — Pg)
Rp1+Rp2+Rp3
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c. Analogie électrique :

Ricp
)
—d
% b Po Rhe f2
=)
Rn,  fuz  Rng
- P 1 1 1 1
Résistance équivalente : st el Rpe = 1 0
he hp h1tRp2+Rp3 erm
(1 i1 i1
_ oG wG) _eG) 2 1 _ snt
Avec Rpy + Rpz + Rypz = 2 X p— + TRt gt X (ro_4 +R—04) et Rpp pr

Exercice 8 : Viscosimétre a écoulement

1. Dans le récipient cylindrique de rayon R, le fluide s’écoule trés lentement et peut étre considéré comme « statique ». La loi de
statique des fluides, intégrée entre un point de la surface libre et le point O donne alors : P(0) = Py + pgh
2. eVoir cours. Loi de Poiseuille pour un écoulement horizontal : Q = %@ 4= %p‘:;hr“ appliquée entre le point O et la
sortie du tube horizontal = Q = Ah avec A = %%r“
3. L’écoulement étant stationnaire : Q = cst = Q4 ou A est un point de la surface libre du récipient cylindrique de rayon R.
2 dh dh 2
Or: Q4 =v,5, = vymR avec v, = —— = Q=—EXT[R
4
D’apres la loi de Poiseuille, on obtient alors : Q = Zpghya - Aty pR2 = My PIT sh=20
8n L dt dt 8nLR
t 2
Solution de I’équation différentielle : h(t) = K X e = avec T = 8:;1ﬁ
t
Cl:h(t=0)=hy=K=hy=h(t) =hyxe=
_ _ho _ _Tr 1_ _r _ _ T __ 8nLR? _ T _ Tpgr*
4. h(t=T)= 3 =hyXe T oTe = In3 = —=>T= ot = s N = a2
AN:n=2,0x10"*Pl
Exercice 9 : Perméamétre
— Vpores — NporesAL — nSAL =nd
Veotal SL SL
2. En appliquant la loi de Poiseuille pour un écoulement vertical pour chaque pore cylindrique :
AP+pglL nnr* (AP nnrt
Q = Nporesq = nSq = nSq = nsi—rll =Q =:_n(7+pg)5$ k= 1;
On retrouve ici la loi de Darcy pour un écoulement vertical
3. L’écoulement étant lent, on peut appliquer la loi de statique des fluides sur la colonne d’eau de hauteur h : P(0) = P, + pgh
Et P(-L) = P, = AP = P(0) — P(-L) = pgh
4. L’écoulement étant stationnaire : Q = ¢St = Q4 ou A est un point de la surface libre.
dh dh
Or: Q4 =v,S avec vy = ——- =>Q=—E><S
. . . _ nar* cap _ nur* (pgh __ nmrtpg h
En utilisant la loi de Darcy : Q = o (L + pg)S = ( —t pg)S =" (1 + L)S
4 4 4 4
:_ﬂxsznnrpg(1+ﬁ)5=>ﬂ+nm‘pgh=_nm‘pg lznn'rpg:kp;g _ L
dt 8n L dt 8nlL 8n T 8nL nL kpg
t
h(t)=Cxe7—L
t
Cl:h(t=0=hy=C=hy+L=h(t)=(hy+L)xe—1L tlilP h = —L : le sable est complétement asséché
_ _ _to _bo _ to L _ ho+L\ _ ho
5. h(t) =0=(ho+)xe T —LmeTr= o= -0 ln(h0+L) = —ln(T) = —ln(1+T)
=Sr=—2 AN:T7=204s et k=21 AN:k =4,2Xx10"°m? = 4,2 um?

ln(1+hT0)

pgrt
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Exercice 10 : Vidange d’un bassin par un siphon

1.

Relation de Bernoulli + conservation du débit volumique entre A et C : D, = v,.s, =2gh, x s,

2
I'AN. donne : Dg = VZX 9,81 % 3 x 7 x (%2°)" = 0,060m?. 57" = 60L/s

% ; PAN.donne : z, =0,74m .

Siz> zy = 0,74 m, alors D. > D, z (t) « oscille » : le niveau du bassin baisse, et le siphon se désarmorce dés que z=d. Le
bassin se reremplit alors grace au débit d’eau entrant jusqu’a atteindre une hauteur h;, hauteur pour laquelle le siphon se
réamorce, etc...

Siz<zy=0,74 m, alors D. <D, z (t) augmente : le bassin se remplit et D, =+/2gz x s, augmente. Une fois que Dc = D, un

régime stationnaire est atteint et z reste constant.
Ici le fond du bassin est a une altitude de ho = 1,0 m, par conséquent on se trouve toujours dans le cas ot z > zp,.

2
D =D; & \[2gzy, X 51 =D & 29z, x7(5) =D & 2z, =

En considérant le régime lentement variable (quasi-permanent) et en appliquant la relation de Bernoulli sur la ligne de

. 1 P 1 P. . \
courant A — C, on obtient : Evﬁ +—2L+gz, = Evé +—<+gz..0r P.=P =P, et v, <<v,., car la surface du bassin est trés
p P
grande. Par conséquent : v, =4/2gz (Formule de Torricelli).

Si on s’intéresse a une variation dz du niveau de la surface libre, entre les instants ¢ et ¢ + dt : en effectuant un bilan de
volume au niveau de la surface libre, donner la relation existant entre S, dz, D, Dc et dt : Sdz = (D — D,)dt.

. d.
On obtient alors : Sdz = Ddt — D dt < Sdz = Ddt —v.s,dt = Ddt —\[2gzs,dt & Sd_j =D—\2gz xs,.
__ngmlc,ig_@( D _ﬁ)

. . oo . , . . Sdz
Cette équation différentielle s’écrit aussi : T

D pdt D J2gxs1
dz J2gXs , D J2gxs
Au final : —5 = Ldt. Par conséquent, a = b = L
-z N J2g%sy N
J2g%s1

En intégrant I’équation déterminée a la question précédente :

a g4 a g ty
f z Z f bdt & —(2\/3 + 2aln(\/§ — a) - 2\/}1_1 - 2aln(\/h_1 - a)) = bty
h 0

1a—\/E hl\/E—a

Z(M—\/E)+2aln(‘/\/§__;)
On obtient : t; = ;A.N.:t; = 820s

b

Entre les temps t; et ta, le bassin se remplit a partir uniquement du débit en entrée : Dt, =S (h1 -d );A.N .11, =670s

T=t +t,;A.N.:T =24min5O0s.

D’apres la relation de Bernoulli (en considérant le régime lentement variable (quasi-permanent)) écrite entre E et C, on obtient :

1 P 1 P 1 P, 1 P,
—vi+—Ltgz,=—Vvi+S+gr . o—vi+LrgH=—v+-" et: VC=\/2gz;vE:ivC:i 2gz
2 Yo 2 Yol 2 P 2 Yol S, S,

%)

(
On obtient alors : P, = pgle —[i) J + P, — pgH
S

s ( (Y
PE>0<:>ngL1_($j J+Po—ng>O<:>H<zL1—[—‘\



Exercice 11 : Ecoulement dans un vaisseau sanguin

1. Levolume de contrdle (cylindre de rayon r et longueur L) est un systeme ouvert.

volumel@ie®ontrole

.....

volumeRieontrole
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.....

N /K

N

systemedermémi

~\

systemedermé@+dt

Le systéme décrit dans I’énoncé est fermé. On suit I’évolution de ce systeme fermé entre t et t+dt.

De plus, en régime stationnaire, ona:
- dm,= dmg= dm
- Dso(t +dt) =pso(t)

Bilan de quantité de mouvement du systeme fermé SF :
Dsr(t +dt) = pso(t +dt) + Smv, (1)

psr(t) = Pso(t) + dmv, (2)

(2)-(1) : dpsr = psp(t +dt) — pse(t) = dSm(vg — v,)
. . dpsp 1} — .

Ainsi :% = d—T(vS - Up)

On applique le PFD au systeme fermé : 225E = Yot F = Dy(Ts — V)

at

Enfin, le profil des vitesses est identique en entrée et en sortie car indépendant de x : Zextﬁ =0

2. BDF sur le systéme fermé :
- Poids B =mg
- Force pressante en x = 0 : 13';,'6 =nr?P(x = 0) u,

- Forcepressanteenx = L : F, s = — mr?P(x = L) u,
. - dv(r) —
- Force de viscosité : F,;;. = 2nrlng o Ux

PDF : P+Fy o + E, o + Fpise = 0

Projection sur (Ox) : mr?2P(x = 0) — nr?P(x = 0) + 2nrLng

dv(r) AP
dr  2Lns r
_ _ 2
v(r) 4L775r +C
2
Conditions aux limites : ¥(R) = 0 donc C = oPd
4lns
AP
I RZ 2.2
V() = =g (R =17
AP d*
V= sl on ) Uy

Le champ des vitesses est parabolique :

dv(r) _

dar 0
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3. Débit de volume :
D, = [[.dS = [v,(r). Uy, 2mr dr.

APTT d APTT d
— 2 _ .2 _ 2 p2 ) 5 3
D, f4Ln (R? —r?) 2mr dr fo R*rdr-- Jerdar
apr [R2r21H2 ppp [t d/z
Do = 5e 2], 17,
ZLT]S 2 2LT]S
__ ApPm 4 APm (d\T _ Prt 4
Dy = ( )~ a ( ) - d
ns ns 128L77s
_ 12815l
4. AP = Ry,D,doncRy = gt

e _ _ dq\?
5. Pourun fluide réel: Dy = Vpmoy,aVa 2— Vmoy,a n( S )
AN:Dyq = 2,61 x 107 7 ( ) =83x1075m? 57!
Ce qui correspond a un débit de 5 L-min™ (cohérent avec le cours de SVT et I'information qui arrive aprés)

20x1073

dare)?
6. Dyg=N:Dygrt = Nvmoyart”( 5 )

8,3x107°
AN:N = - — =1,5x10°
2,8 x10~27(0,025x1073)2
AP, t T 4 Dva
7. D —_—art - - Zva
vart 128 Lartns art N
1281L D
Ainsi : AP, = 222 arells Tva
Nmdgre"

128x10x1073x1,6X1073x8,3x1075

= X 1 3 p
1,5X106x7Xx(0,05X1073)% 5:8 0 a

AN . APart =

D’apreés la partie A : 760 mmHg = 1,013 bar = 1,013 x 10° Pa donc 1 Pa = 0,0075 mmHg
Ainsi AP, = 43 mmHg

D’aprés latable 1 : APy =86 —30 mmHg = 56 mmHg, ce qui est le méme ordre de grandeur. Il y a un
bon accord avec le modeéle et les valeurs expérimentales.

v
8. Nombre de Reynolds dans les artérioles : R gt = = moyart dareps

s
Vmoy,art- d 2,8x1072x0,05x1073x1,06x103
AN: Reart = = artPs — 3 = 0,92
ns 1,6X10~

L’écoulement est laminaire, voire rampant.




