En 1851, George Gabriel Stokes (1819-1903), apres avoir étudié le mouvement de pendule dans différents fluides
propose ce qui va devenir la loi de Stokes. Cette loi donne la force de trainée hydrodynamique s'exercant sur une sphére
en déplacement dans un fluide a bas nombre de Reynolds (trés inférieur a 1) et si la sphére est suffisamment loin de tout
autre corps, de tout obstacle ou paroi latérale (on considére une paroi éloignée d'au moins dix fois le rayon de la sphere).
Dans ce cas, la force de trainée hydrodynamique s’écrit :

F = —6m1RV
ou 7 est la viscosité dynamique du fluide (en Pa s), R le rayon de la sphére et V la vitesse de la sphére. Cette loi a permis
par la suite la détermination de grandeurs fondamentales, telles que la charge d’un électron, le nombre d’ Avogadro ou

encore la constante de Boltzmann.

Question simple

Donnees : Viscosité de I’eau a 20°C n=10x10"3Pa-s a20°C
Masse volumique de I’eau to =10 x103 kg -m™3
Masse volumique de la bille  p, = 2,6 x 10% kg-m™3
Rayon de la bille R=1,0um

1) Etablir I’équation différentielle de la vitesse d’une bille sphérique lachée dans la colonne d’eau de hauteur Hy =
30 cm sans vitesse initiale dans le régime de Stokes. On fera apparaitre un temps caractéristique t dont on
donnera I’expression et la valeur numérique.

2) Résoudre I’équation différentielle et donner 1’expression de la vitesse de la bille fonction du temps.

3) Donner I’expression de la vitesse limite atteinte par la bille. Réalisez I’application numérique.

Question ouverte

1) On souhaite déterminer le rayon moyen de particules d’argiles dont la masse volumique est: Lgrgie =
1,5 x 103 kg - m~3. On indique que le rayon de ces particules est au plus d’1,0 um. Dans ce but, celles-ci sont
abandonnées, a 6, = 25°C, dans une colonne d’eau cylindrique de hauteur Hy = 30 cm et de rayon R, =
4,0 cm. Un régime stationnaire est rapidement atteint. Des techniques optiques permettent de mesurer la
concentration en argiles (exprimée en particules - m~3) a différentes hauteurs depuis la base de la colonne
d’eau. On constate que C(z = 0) = 2 X C(z = 2 cm) en prenant un axe Oz vertical ascendant avec 1’origine
au fond du récipient.

Déterminer le rayon R des particules d’argile

2) La colonne d’eau, initialement a la température 6, = 25°C, est a présent laissée pendant 4h exposée au
rayonnement lumineux solaire.

Les particules d’argile sont-elles déplacées dans la colonne d’eau ?



https://fr.wikipedia.org/wiki/Hydrodynamique
https://fr.wikipedia.org/wiki/Fluide_(matière)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_de_Reynolds
https://fr.wikipedia.org/wiki/Rayon_(géométrie)
https://fr.wikipedia.org/wiki/Viscosité_dynamique

Document 1 : Coefficient de diffusion

Le loi de Sokes-Einstein donne le coefficient de diffusion en m? - s~1 d’une sphére de rayon R dans un liquide de
viscosité n a une température T :

kgT
D=
6mnR

Ol kp = 1,38 x 10723 J - K1 est la constante de Boltzmann

Document 2 : Loi de Stefan-Boltzmann

Loi de Stefan-Boltzmann donnant le flux radiatif émis par unité de surface d’un corps noir en fonction de sa
température : &, ., = oT* ollo =5,67x10"8W -m~2-K~*est la constante de Stefan-Boltzmann

Document 3 : Données

Température a la surface du Soleil : Tsoreir = 5778 K
Rayon du Soleil : Rgoreil = 6,86 X 10° km
Distance Terre-Soleil : Drerre—soteir = 149,6 X 10° km

Capacité thermique massique de 1’eau liquide c=4180kj- kg 1 K1



Question simple

1)

2)

3)

Référentiel : Terrestre (galiléen)

Systéme : bille sphérique

Forces extérieures (V étant le volume d’une bille):
-Poids: P = mg = u,Vg = V= gnR3

-Force de frottement : F = —6mnR o

-Poussée d’Archimede : [T = —meg = —ugVg = —uy umbﬁ = —Z—ng
En appliguant le principal fondamental de la dynamique :
L = = o o Uo dv Ho
ma=Fext=P+H+f=mg——mg 67mRv=>m——mg——mg 6mnRY
Up dt Up
dav 671’T]R_>_ o 9 7= B\ _ 4V |V _ B\ = _ 2R?my
= E + m (1 ﬂb) 9= + ZRZMb - (1 I‘b) 9= dt + T (1 ﬂb) 9 avect = 9

AN : 7 =58x 1077 s : le régime stationnaire est atteint trés rapidement (5 7)

La solution de cette équation différentielle s’écrit : p=K exp (— %) +7T (1 -
ﬂ -
mk
_ 5 — — — _ ﬂ N
At=0,v=0=K = T(l #b)g
. .7 T _ [l_o _ _ E _ ZRZMb
La solution s’écrit : v =t (1 )g X (1 exp( T)) avec Tt = ——

Donner I’expression de la vitesse limite atteinte par la bille. Réalisez 1’application numérique.
2R? -
Lorsque /— +oo, la vitesse limite est atteinte : vy, = T (1 - u—) g==""5 (1 - @) g
b

9n Hp
AN : Viim = 3,5 X 10_ m:- S_1

Remarque : on peut faire calculer le nombre de Reynolds et vérifier que 1’écoulement est bien rampant

Question ouverte

1)

Les particules d’argile vont étre soumis au phénomene de sédimentation, la vitesse de sédimentation étant
atteinte trés vite (voir question simple). Une inhomogénéité de concentration de particules va alors s’installer
dans la colonne d’eau, et un flux diffusif va se produire dans le sens inverse du flux de sédimentation. En régime
stationnaire, ces deux flux sont égaux.

6Nsed (Wiimdt)xSxC
dt dt

Flux de sédimentation : @4 = = Vjim X S X C(2) a une hauteur z

les particules traversant, pendant un temps dt, une section S de la colonne d’eau, se situent dans un cylindre de
section S et de hauteur vy, dt

Flux diffusif (loi de Fick) : ®q;; = —Ds";—’: =-Ds

ac

En régime stationnaire : v;;,, X S X C(z) = —DSZ_E =

+2mC(2) = 0



ZRZ#argile (1 Ho )

dc o B Uargile g dc 47‘[R3g
= E + kgT C2)=0= E + 3ksT (.uargile - .UO)C(Z) =0
6mnR
L @ _ _ 3kgT
dz * H 0 avec H = 4nR3gx(ﬂargile_ﬂo)

La résolution de I’équation différentielle donne : C(z) = C(z = 0) X exp (— %)

La hauteur pour laquelle la concentration en argiles est divisée par deux s’écrit :

C(z=0)

Zl/Z C(Z = 0) Zl/2 1
C(zzzl/z)zT:C(ZZO)xexp(— H): 3 :exp(—T)zz
z
:17/2=ln2=>21/2 = H XIn (2)
1
_ 21/2 3kBT _ Z1/2 In2 3kBT 3

= H

3
RV oo (2, )
In2 4R g X (.uargile - :uO) In2 Z1/2 4”9 X (ﬂargile - ﬂo)
AN:R=19%x10"%m=19nm

Remarque : on néglige dans ce modéle le phénoméne de convection

On voit que la hauteur caractéristique H (question 1) dépend de la température. On va estimer la température
finale atteinte par la colonne d’eau si celle-ci est laissée 4h au soleil, et ensuite voir si cela peut avoir une
influence sur H.

D, qas0tei1 = 0T* = 5,67 x 1078 x 5778* = 6,3 x 107 W - m™2
Toute I’énergie émise par le soleil (rayon Rsoleir) €St recue dans une sphere de rayon D :
4'T[Rsoleilch)rad,soleil = 4'7TD2cDTerre

0U ®ppppe correspond a I’énergie solaire regue au niveau de la Terre par seconde et par m?

2
. _ Rsoleil
Onadonc: ®rpppe = (T) X Do soleil

Le calcul donne : ®1ppe = 1,3 X 103 W - m™2

La puissance recue au niveau de la colonne d’eau, en supposant que cette énergie est recue sur la face
du haut :

P otonne = Prerre X T’:ROZ =67W

Estimation de la variation de température de la colonne d’eau en At = 4h :

H Anli Ecolonne XAt Ecolonne XAt
. = = —Y = =
Si on néglige toute perte : AH = mcAT = E.p1onne = AT o ST

6,7X4%x3600
1X0,042x0,30X1000%X4180

AN : AT = = 15K = 0y = 40°C
3kgT
4”R3gx(ﬂargile_ﬂ0)

Elle devient a la nouvelle température : H(6 = 6;) = ;—OH(H =0,)
¥

Or la hauteur caractéristique s’écrit : H =

Or la hauteur pour laquelle la concentration en argiles est divisée par 2 s’écrit : z1, = H X In (2)
To
- Zl/z(ef) = T_Zl/z(eo) = 0,9521/2(90) = 1,9 cm
f

Les particules sont donc légérement déplacées vers le bas de la colonne d’eau





